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�Të�� ¥��Ãñ¤¢¤�
ρ ∈ Ωr

kW
��� ð � 	føÐöXùdú�Fdû 2��ùdúmø5õG��ø6¡`ï

pk−nρ = 0
ü

K�©��
π B Emö�ù C ����ø5õ0@Ãû]�0�4��£f���d�(ñr�f�«¥�ë��C���.��¢��#�4��£f���d�0ñr�f�«¥ Ξ

�d¢
Y
ê��¤£�é���ér���0��é¤�f���C�.-�¡«ê���ê

���4��£f���d�0ñr�f�«¥
ξ
�d¢
X
êH����¡«êXïÐ©M¡�¢��

Tπ·Ξ = ξ◦π
ü ¦ó��¥��f¢¤����� ð © J rΞ

��é¤�
r BDC �fø&Emö�ùdû`ù,ú&F4õ,øÐ÷¾ùdú��ï

Ξ
ü ¦ó�óê�ér������¢¤����¥ ��é¤� ð �fér�.�M¡«�d����ï_��é¤�í�����/A���£f��¡«�d¢¤ê h, p1, . . . , pk

��¢¤¥��f����é¤� î6¡«�
¥��f��¡��,����¡��4�

∂JrΞ

üwªM¡�¢¤£��Cï¾�d�w��¢@©
π
ÿ5�����/A���£f�H� ð �«�C�4��£f���d�0ñr�f�«¥ Ξ

��é¤�C�d�~�f�H�����d�
∂JrΞ

������ê��f���4��ê
£��d¢@�H�d£f�ïÐ�d����ê2�r��¢¤¥

(πr+1,r)∗∂JrΞρ = ∂Jr+1Ξ(πr+1,r)∗ρ
��ë��$ér�.�4�

h∂JrΞρ = ∂Jr+1Ξ hρ
�

��¢¤¥§ï¾�d������
i = 1, 2, . . . , k

�
pi∂JrΞρ = ∂Jr+1Ξ piρ

ü
'��
2dúmõ
4_÷7��õdû
	fù,ö34 8Ð��ïr�d��¥��f�

r
:~¡«êw¥��Ãñ¤¢¤��¥	��� ð ��� 1

ÿY£��d¢M�H�d£f�>�f�«�f���f¢@�
ε
��ïr��é¤�>���K¥����«�

Ωr
n+1,YW

�zë�é¤�f���
W

¡«ê���¢ �d�~�f¢íê�� ð ê��f����ï Y 8E�0���4�f¢¤ê$£.�����«ê���é¤��êH��ï¾�d����êS	fù��Kö��O�	fùdö.4?	
�������;:Ãü '�� õ�Fdö�õdú&Fd÷¾õdú98Ð��ï>�d��¥��f�

r
:CïÐ�d�

π
¡«ê¥��Ãñ¤¢¤��¥���� ð �$��¢��f�«�f���f¢@� λ ∈ Ωr

n,XW
üCçQ¢è�

ñ ð �f����¥�£�ér����� (V, ψ)
�
ψ = (xi, yσ)

�
(2.6) ε = εσω

σ ∧ ω0,��¢¤¥
(2.7) λ = Lω0,ë�é¤�f���

ω0 = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn
ü �#é¤��£��d���z�d¢¤�f¢M�

L : V r → R
¡«ê ���(õ�Fdö�õdú&FF�

	��MúI�.øÐ÷Ðùdúmü��#é¤�ì£��d���~�d¢¤�f¢@��ê
εσ

��ï���¥�©K¢r����¡«£.����ïÐ�d���}��ï��d��¥��f�
r
���f������ê��f¢@���«�ÃïÐ�Xÿ5ér��¢¤¥

ê�¡«¥���ê���ï��íê�©�ê����f�}��ï
m
�d÷ � �ÃöB�ÃúrøÐ÷¾õdû ���
��õ,øÐ÷¾ùdú 	���ï��d��¥��f�

r
ï¾�d��ê���£f��¡«�d¢¤ê���ï

π
85�����Ï¡`ï

dimX = 1
��¢¤¥��>����¡`ï

dimX = n > 1
:Ãü

' ïÐ�d���
ρ ∈ Ωs

nW
¡«ê%£.�����«��¥ ����� E�õ�F0� ���
�K÷Úô<õ,û��Ãúmø���ï��óî0���,�H��¢��,¡ý��¢

λ
¡`ï
hρ = λ8\��� ��� ��£.��¢¤�d¢�¡«£.����A��f�������/A���£f��¡«�d¢I:Ã�m��¢¤¥

p1dρ ∈ Ωs+1

n+1,YW
üv�#é¤��¥�©K¢r����¡«£.���(ï¾�d���

p1dρ8Ð¥��f�~�f¢¤¥�¡�¢����d¢���© �d¢
λ
:C¡«ê�£.�����«��¥§��é¤�����Kû��fö���� õ�Fdö�õdú&F0��	�ùdö.4 ��ï

λ
��¢¤¥§¥��f¢¤�d����¥ ð © E(λ)

ü
çQ¢ �	ñ ð �f����¥�£Hér�����
(2.8) E(λ) = Eσ(L)ωσ ∧ ω0,ë�é¤�f���

(2.9) Eσ(L) =

r
∑

l=0

(−1)ldj1dj2 . . . djl

∂L

∂yσ
j1j2...jl

.

�#é¤�$£��d���~�d¢¤�f¢@��ê���ï
E(λ)

������£.�����«��¥ ��é¤�����Mû]�Ãö
���(õ FdöXõ,ú&F0�%��� Emö��.	O	"÷¾ùdú 	füv�#é¤���%������¡�¢��

(2.10) Ωr
n,XW 3 λ→ E(λ) ∈ Ω2r

n+1,YW,�dê�ê�¡��,¢�¡�¢�� ��� � î0���,�H��¢��,¡ý��¢ ¡���ê �>���«�f�"!Mî ���,�H��¢��4�íï¾�d������¡«ê§£.�����«��¥¨��é¤�#���Kû]�Ãö��$�(õ�Fdö�õdú&FF�
4�õ�E�Em÷\ú&F,ü "¤�d����ê ð �f�«�d¢��,¡�¢��§���%��é¤�&%
�fö"úJ�fûm��ïC��é¤�'�����«�f�"!Mî ���,�H��¢��4���%������¡�¢��ì�����_£.�����«��¥ô<õdöÃ÷¾õ,øÐ÷Ðù,úmõdû\û 2%øÐöÃ÷\ô.÷Ðõ,ûR���f�«�f���f¢M��ê���ïT��é¤�_÷ 4�õ�FF�������$£.�����«��¥ ô�õdö"÷¾õ,øÐ÷¾ùdúmõdû(	�ùdö.4?	Ãü

�#é¤��÷Úú¤ô
�ÃöO	��4Emö�ù0@Ãû]�.4 ù)	�ø;D �=�Hõdû��*�Mû+�0	�ù)	�ô<õdöÃ÷¾õ,øÐ÷Ðù,ú 	TïÐ�d����¥�©K¢r����¡«£.���mïÐ�d���
ε
£��d¢¤ê�¡«ê���ê

¡�¢�ñ¤¢¤¥�¡�¢�� �óî0���,�H��¢��,¡ý��¢
λ
ê��¤£Hé ��ér���

ε = E(λ)
ü ' ë��.���4�f�§�4�f��ê�¡«�d¢ ��ï$��é¤� ¡�¢@�4�f��ê��

����� ð �«�f���m��é¤��ô<õdöÃ÷¾õ,øÐ÷Ðù,úmõdû*4'�KûRøÐ÷DEmûR÷7�Ãö3	 Emö�ù0@Ãû]�.4 ï¾�d���%¥�©M¢r����¡«£.��� ïÐ�d���
ε
�¤��é¤�f¢è���.��¢¤ê���

ñ¤¢¤¥ � ���f�,���ý���$�%������¡�-
(Gν

σ)
ê��¤£�é ��ér���

ε̄
ë�¡���é £��d���~�d¢¤�f¢@��ê

ε̄σ = Gν
σεν

¡«ê$�d����¡ý����¡«�d¢r���5ü
çQ¢ì��é�¡«ê�ë��.���4�f���4�f��ê�¡«�d¢

ε
��¢¤¥

ε̄
ér���4����é¤��êH������ê��d������¡«�d¢¤ê.ü

,6Ý.-(0�ádæ10�à2æÚâzß 0�2 7 -0/(ä�-Mß0å�- 7
¦ó�����£.�����z��é¤���%��¡�¢ ê����f�¤ê#��ï(��é¤��£��d¢¤ê������¤£f��¡«�d¢ì��ïw��¢ �.-¤�d£f��êH��þ@�¤�f¢¤£�����ï ê�é¤�.���4��ê2�M��é¤�

ô<õdöÃ÷¾õ,øÐ÷Ðù,úmõdûH	 ���
� �fúI�O�f��¡�¢ ë�é�¡«£Héò��é¤�1�����«�f�"!Mî ���,�H��¢��4� �%������¡�¢��������~�.����ê	�dê	��ê���þ@�¤�f¢¤£��
���d����é�¡«ê���ü K�©¨���.��¢¤ê ��ï_��é�¡«ê�ê���þM�¤�f¢¤£��ó�d¢¤� � ð �H��¡�¢¤ê����d���ó¡�¢�ïÐ�d���%����¡«�d¢ � ð �d������é¤�



����� ���������
	���������������
	���������������	������������� � !"���#$�&%

ê������¤£f����������ï���é¤�������«�f�"!Mî ���,�H��¢��4�_�%������¡�¢��¤�~��¢¤¥ ¥�¡«êH£��.�4�f��ê�¢¤�fë � ð A���£f��ê.�r¥���êH£f��¡ ð ¡�¢�� ¡���ê�«�K£.��� ��¢¤¥ì�,�«� ð ���(�����d�~�f����¡«��ê.ü�����
Ωr

0,c = {0}
����¢¤¥��«�f�

Ωr
k,c ð �#��é¤��ê�é¤�.�<ï(��ïa�Hùdúrø5õG��ø k ÿ¾ïÐ�d����êC¡`ï k 6 n

�M�d�>��é¤��ê�é¤�.�<ï
��ïA	ÃøÐö�ùdú&FdûV2���ù,úrø5õG��ø

k
ÿ¾ï¾�d����ê�¡`ï

k > n
���d¢

JrY
ü�¦ó��ê��f�

(3.1) Θr
k = Ωr

k,c + dΩr
k−1,c,ë�é¤�f���

dΩr
k−1,c

¡«ê���é¤�	¡��%���4�_ê�é¤�.�<ï#��ï
dΩr

k−1,c ð ©è��é¤���.-����f��¡«�d��¥��f��¡��d����¡��4� d ü�çY��£.��¢ ð �ê�é¤�2ë�¢ ��ér���$ë����4�f�	��¢ �.-¤�d£f��ê���þM�¤�f¢¤£�����ï�ê���ïÐ�$ê�é¤�.���4��ê
0 → Θr

1 → Θr
2 → Θr

3 → . . .
�

ë�é¤�f�����.�d£�é���ï0��é¤�����d����é�¡«ê���ê#¡«ê#��é¤���.-K���f��¡«�d��¥��f��¡��,����¡��4�,��¡5üÀ�,ü����	ê�� ð ê���þ@�¤�f¢¤£�����ï0��é¤���S�� DKõ
4 	����
�g�ÃúI�O�
0 → R → Ωr

1 → Ωr
2 → Ωr

3 → . . .
üa�#é¤�$þM�¤�d��¡«�f¢@��ê���þ@�¤�f¢¤£��

(3.2) 0 → R → Ωr
0 → Ωr

1/Θ
r
1 → Ωr

2/Θ
r
2 → Ωr

3/Θ
r
3 → . . .

ë�é�¡«£�éò¡«ê����«ê��ì�.-¤�d£f�.� ¡«ê�£.�����«��¥ ��é¤�
r B ø;Dóùdö��F�Ãö�ô<õdöÃ÷¾õ,øÐ÷Ðù,úmõdûH	 ���
� �fúI�O�ìùdú

Y
ü�¦ó��¥��f¢¤�d���

��é¤�$ê���þM�¤�f¢¤£��%87)�ü�'G:#ê�©K� ð �d��¡«£.������© ð © 0 → R → Vr �¤��¢¤¥ì��é¤��þ@�¤�d��¡«�f¢M���%������¡�¢��4ê ð ©
(3.3) Ek : Ωr

k/Θ
r
k → Ωr

k+1/Θ
r
k+1.

�#é¤���d����¡ý����¡«�d¢r���(ê���þM�¤�f¢¤£���¡«ê#��¢��d£f©�£f��¡«£�����ê��d������¡«�d¢ì��ï ��é¤��£��d¢¤ê��H��¢@��ê�é¤�.�<ï
R
�.�4�f�

Y
ü

î(�f�
Γ(Y,Vr)

¥��f¢¤�d������é¤�$£��K£�ér��¡�¢ £��d�����«�.-���ïT�,�«� ð ���0ê���£f��¡«�d¢¤ê���ï 87)�ü�'G:Ã��¡5üÀ�,ü��
(3.4) 0 → Γ(Y,R) → Γ(Y,Ωr

0) → Γ(Y,Ωr
1/Θ

r
1) → Γ(Y,Ωr

2/Θ
r
2) → ... .

'�ê	��£��d���d���ý����© ������é¤� ' ð ê����H�d£f��������ér��� �#é¤���d���f� ë����4�f����é¤�%ï¾�d���«�.ë�¡�¢���¡«¥��f¢@��¡`ñr£.�<ÿ
��¡«�d¢ ��ï���é¤�è£��dé¤�d���d�«�d�,©¨�,���d���¤ê

Hk(Γ(Y,Vr))
��ï���é�¡«ê £��d�����«�.- ë�¡���é ��é¤�è������ér���

£��dé¤�d���d�«�d�,©ì�,���d���¤ê���ïT��é¤���%��¢�¡`ï¾�d�«¥
Y �

(3.5) Hk(Γ(Y,Vr)) = HkY.
� ����¢¤¥��f��ê��H��¢¤¥���é¤�����.��¢�¡�¢��	��ïr�d����¡ý����¡«�d¢r���mê���þ@�¤�f¢¤£���êwï¾�d�T�,�«� ð ����é�¡��,é¤�f�>�d��¥��f���d����¡ý�<ÿ��¡«�d¢r���K��é¤���d��©4��ñ¤��ê��0¢¤�d������ér���w��é¤��þM�¤�d��¡«�f¢@��ê�é¤�.�.�4��ê

Ωr
k/Θ

r
k

������¥��f���f����¡�¢¤��¥ ��E§ø5ù�úmõ,ø �KöXõ,û
÷ 	fù
4�ùdö ELD@÷ 	34?	���ï ' ð �f��¡ý��¢ó�,���d���¤ê.ü(�#éM�¤ê.�(��é¤��£f�ý�dê�êH��ê�¡�¢

Ωr
k/Θ

r
k

�d¥���¡��$�,����¡«�d�¤ê$��þM��¡��@ÿ
���«�f¢@��£Hér���H�d£f���f��¡�>2����¡«�d¢¤ê.ü8' ê�¡������«�§��¢r����©�ê�¡«ê_ê�é¤�.ë�ê���ér������é¤� êH��£f��¡«�d¢¤ê���ï���é¤�§þM�¤�d��¡«�f¢@�
ê�é¤�.�<ï

Ωr
n/Θ

r
n

£.��¢ ð �$¡«¥��f¢M��¡`ñr��¥6�~¡�¢��_ñ ð �f����¥�£�ér�����.�zë�¡���é�êH�d��� n ÿ¾ïÐ�d����ê λ = Lω0

�¤¡5üÀ�,ü��
ë�¡���é%ê��d��� �(õ�Fdö�õdú&F,÷Ðõdúg	Ãü ���«�f���f¢@��ê���ï

Ωr
n+1/Θ

r
n+1

£.��¢ ð �#¡«¥��f¢@��¡`ñr��¥�ë�¡���é ê��d��� (n+1)
ÿ

ï¾�d����ê
ε = εσω

σ ∧ ω0

�¤¡5üÀ�,ü��¤ë�¡���é �
2dúmõ
4_÷7��õdû 	�ùdö.4?	
	����d���$������£f¡«ê��f��©4�më��	£.��¢ �����2�4����ér���
��é¤��ê�é¤�.�<ï

Ωr
n/Θ

r
n

¡«ê�¡«êH�d���d����é�¡«£�ë�¡���é ��ê�� ð ê�é¤�.�<ï6��ï~��é¤� 	OD ��õ)	�ù)	�� õ�Fdö�õdú&Fd÷¾õdú 	 Ωr+1

n,X

�@��¢¤¥
Ωr

n+1/Θ
r
n+1

¡«ê�¡«ê��d���d����é�¡«£�ë�¡���é �§ê�� ð ê�é¤�.�<ï���ï#��é¤��ê�é¤�.�<ï#��ï/�
2dúmõ~4�÷7��õdû 	�ùdö.4S	 Ω2r+1

n+1,Y

ü
�#é¤�$þM�¤�d��¡«�f¢@���%������¡�¢��
(3.6) En : Ωr

n/Θ
r
n → Ωr

n+1/Θ
r
n+1¡�¢ì��é�¡«ê����f������êH�f¢@�H����¡«�d¢è��ï�ê�é¤�.�.�4��ê£��d¡�¢¤£f¡«¥���ê�ë�¡���éì��é¤� ���Kû��Ãö
��� õ�Fdö�õdú&F0�?4�õ�E Em÷Úú�F,ü

¦ó� êH�.© ��ér��� � ¥�©M¢r����¡«£.���ïÐ�d���
ε ∈ Ωs

n+1,Y

¡«êèõ
	O	fù��f÷Ðõ4ø ���èë�¡���é¨�
(n + 1)

ÿ¾ï¾�d���
ρ ∈ ΩrW

¡`ï
ε = [ρ]

8\é¤�f���
[ρ]

¥��f¢¤�d����ê���é¤�%��û`õ�	3		ù)	
ρ
� ð �f�«�d¢��,¡�¢������ Ωr

n+1/Θ
r
n+1

:Ãüa�#é¤�f¢
ë���£.�����(��é¤�$£f�ý�dê�ê

En+1(ε) = [dρ]
��é¤��S�ÃûV4SD�ùdûRø,J?�fû�õ�	3	#��ï

ε = [ρ]
üa�#é¤�$�%������¡�¢��

(3.7) En+1 : Ωr
n+1/Θ

r
n+1 → Ωr

n+2/Θ
r
n+2¡«ê£.�����«��¥ ��é¤��S�Ãû 4?DKù,ûRø,J?4�õ�E Em÷Úú�F,ü�¦ é¤�f¢èë���¥���¢¤�d�ë���¢M����� ê�������ê�ê��é¤��£��d¢@���.-�����ï>��é¤�

�,����¡ý����¡«�d¢r���0ê���þM�¤�f¢¤£��,��ë������«êH��ë���¡�����ï¾�d����é¤�=<��f����é¤�d����>	£f�ý�dê�ê���ï
ε = [ρ]

(3.8) H(ε) = En+1(ε).
���2ë ¡���¡«ê�£f�«�.���ë�ér�����M¡�¢¤¥ì��ïT����ê�������ê������¥���ê�£f��¡ ð ��¥ ð © ��é¤���d����¡ý����¡«�d¢r���0ê���þ@�¤�f¢¤£�� �



����
%$�
� % ! ����� � %�������! ��
� ������H�&%��,���� # ! ���� ��� ��� ! �����

8\¡ : '�ê�ê���������ér������î ���,�H��¢��,¡ý��¢
λ = [ρ]

êH����¡«êXñr��ê
En(λ) = 0

üv�#é¤�f¢ ð ©ì�.-¤�d£f��¢¤��ê�ê��ï87)�ü�'G:Ã�(��é¤�f��� ����ë��.©Kê	�.-K¡«ê���ê	�§£f�ý�dê�ê
[η]

ê��¤£�éó��ér���
En−1([η]) = [ρ] = [dη]

ü6�#é�¡«ê����.��¢¤ê
��ér���.�d�«�K£.������©4�

ρ
¥���£��d���~�,ê���ê��dê ��é¤��ê���� ��ïm��£f�«�,ê���¥�ï¾�d���Ï��¢¤¥	��£��d¢@�H�d£f�0ïÐ�d����üa#��d¢¤¥�¡���¡«�d¢

(3.9) En(λ) = 0¡«ê0��é¤��û�ù���õdû�ô<õ,ö"÷¾õ,øÐ÷¾ùdúmõdû�øÐö"÷\ô.÷¾õdûR÷\øE2/��ùdúI�,÷\øÐ÷¾ùdúrüwç5ï��<¡�¢��d¥�¥�¡���¡«�d¢(�
HnY = {0}

�L87)�ü�G: êH�.©Kê ��ér���
��ér���

η
�%�.© ð ��£�é¤�,êH�f¢;Fdû�ù0@�õ,ûÚûV2��0�;�>úJ�B�	�d¢ JrY

ü #��d¢¤¥�¡���¡«�d¢ 87)�ü��G:�ê������d¢��,��© ¥��f���f����¡�¢¤��ê
��é¤�$ê������¤£f����������ïTî ���,�H��¢��,¡ý��¢¤ê�ë�é¤�,ê����>���«�f�"!Mî ���,�H��¢��4�$ï¾�d����ê��,��¢�¡«ê�éì¡«¥��f¢@��¡«£.������©4ü

8\¡�¡ :#ªM�����z�,ê�����ér���#ë���ér�.�4�$��¥�©K¢r����¡«£.���~ïÐ�d���
ε = [ρ]

üCªM¡���¡��ý������©§�dê�� ð �.�4�,��ë���ér�.�4���é¤��û�ù���õdû0ô<õdöÃ÷Ðõ4øÐ÷ÐùdúzõdûW÷ÐøE26��ùdúJ�d÷\øÐ÷¾ùdú
(3.10) En+1(ε) = 0,ê��H����¡�¢�� ��ér���

ε
¡«ê �«�K£.������©��,����¡ý����¡«�d¢r����¡`ï���¢¤¥ �d¢���©�¡`ï���é¤� �dê�ê��K£f¡ý������¥ <��f����é¤�d����> £f�ý�dê�ê

�,��¢�¡«ê�é¤��ê.ü%çYï
ε
êH����¡«ê�ñr��ê687)�ü���!G:���é¤�f¢ò��é¤�f�����.-K¡«ê���ê	�ì£f�ý�dê�ê

[η]
ê��¤£�é ��ér���

En([η]) = ε =
[ρ] = [dη]

ü �#é@�¤ê2���«�K£.������©4�
ρ
£.��¢ ð �ì�.-K������êHê���¥��dê���é¤��ê����}��ï$� £f�«�,ê���¥ ïÐ�d��� ��¢¤¥i�

ê������d¢��,��©í£��d¢@�H�d£f��ï¾�d����ü_ç5ï��~¡�¢ �d¥�¥�¡���¡«�d¢(�
Hn+1Y = {0}

��87)�ü�G:��,�r���H��¢M������ê$��ér���
η
�%��©

ð ��£�é¤�,êH�f¢ F,û`ù0@�õdûÚûV2&�0�;�CúJ�����d¢ JrY
ü '�@��¡�¢(�~£��d¢¤¥�¡���¡«�d¢ 87)�ü���!G:�ê������d¢��,��© ¥��f���f����¡�¢¤��ê���é¤�

ê������¤£f�������$��ïT�«�K£.������© �,����¡ý����¡«�d¢r���0¥�©K¢r����¡«£.���6ï¾�d����ê.ü
� Ý.-(0�á�æ10�à2æ\âmß�0�2��
-@å4à.ârá :G-�2\ã�7

¦ó�_êH��©è��ér�����%�4��£f���d��ñr�f�«¥
Z
�d¢

JrY
EmöB�3	��Ãö"ô
�3	 ��ùdúrø5õ0��ø�	�ùdö34?	�¡`ï>ï¾�d����¢@©è£��d¢M�H�d£f�

ï¾�d���
ρ
�d¢

JrY
��é¤�$î6¡«�$¥��f��¡��,����¡��4�

∂Zρ
¡«ê����@��¡�¢è�_£��d¢@�H�d£f�ïÐ�d����K�ë������«ê���êH�.© ��ér���

Z
¡«ê

� ��ùdúmø5õG��ø�	32
4546�føÐö32,ü
ç5ï
Z
¡«ê���£��d¢@�H�d£f�#ê�©K�����f����©	��é¤�f¢%ïÐ�d�C��¢M©_�Yë��

k
ÿ¾ïÐ�d����ê

ρ1, ρ2 ð �f�«�d¢��,¡�¢��	������é¤��êH�����£f�ý�dê�ê	¡�¢ò��é¤� �,����¡ý����¡«�d¢r���#êH��þ@�¤�f¢¤£��,�T��é¤�
k
ÿ¾ïÐ�d����ê

∂Zρ1

�
∂Zρ2

���«ê�� ð �f�«�d¢������è��é¤� êH�����£f�ý�dê�ê.üa�#éM�¤ê�ë��$£.��¢ ¥��Ãñ¤¢¤����é¤� ��÷7�S�0�ÃöÃ÷\ô<õ,øÐ÷\ô�����ï>��£f�ý�dê�ê
[ρ]

��� ð ����é¤�$£f�ý�dêHê
(4.1) ∂Z [ρ] = [∂Zρ].
"¤�d����¢@©

π
ÿ5�����/A���£f�H� ð �«�	�4��£f���d�ñr�f�«¥ Ξ

�d¢í��¢��d�z�f¢�ê�� ð ê��f����ï Y �¤��é¤� r ÿHAX�f�������d�«�d¢��@����¡«�d¢
Z = JrΞ

¡«ê �ó£��d¢M�H�d£f�ìê�©M�����f����©4ü �#é�¡«ê%�����d�~�f���Y©i��ï$��é¤� �4��£f���d�%ñr�f�«¥
JrΞ

¡�������¡«��ê.�
�����d¢����d��é¤�f��ê.����é¤��£��d�������H����¡��K¡��Y©ì��ïw��é¤��î(¡«��¥��f��¡��d����¡��4�

∂JrΞ

��¢¤¥§��é¤� �>���«�f�XÿYî ���,�H��¢��4�
�%������¡�¢��¤�
(4.2)) ∂J2rΞE(λ) = E(∂JrΞλ).
8Ðê��������������,� �����Y�*�����;:Ãü#��¢¤�$£.��¢ �.�dê�¡���©§ê�é¤�.ëp��ér������¢è��¢r���«�d�4�d�¤ê������d�~�f���Y©§é¤�d�«¥�ê�ïÐ�d���¢M©
£��d¢@�H�d£f��ê�©K�����f����©§��¢¤¥ ��¢M©§���d����é�¡«ê��

Ek : Ωr
k/Θ

r
k → Ωr

k+1
/Θr

k+1
�

���	��
����� �������fø
W ⊂ Y

@B��õdúèù�Eg�Ãú�	��fø��CõdúI�_û]�føCõ_ô
����ø5ùdöa�A�fû��
Z
� �0�;�CúJ���%ù,ú

W
�

@B�_õ���ùdúrø5õ0��ø�	32
454%��øÐö32 	��nD �Ãú 	fùdö�õ,ûÚû
k
�

(4.3) ∂ZEk([ρ]) = Ek(∂Z [ρ]) = Ek([iZdρ]).

����
�
���ªM¡�¢¤£�����é¤��î6¡«��¥��f��¡��,����¡��4��£��d���	������ê#ë�¡���é ��é¤���.-����f��¡«�d��¥��f��¡��,����¡��4�,�Kë���ér���4�
ï¾�d���¢@©

k
ÿ¾ïÐ�d���

ρ
�d¢

JrY

(4.4) ∂Z([dρ]) = [∂Zdρ] = [d∂Zρ] = [diZdρ].¦ ��¡���¡�¢�����é�¡«ê�ïÐ�d���	���ý�_¡�¢����f����ê���ïT��é¤�����d����é�¡«ê��
Ek

ë����4�f�S8;+¤ü�)G:Ãü
�

�������%��¡�¢ �4�4���r¡«ê����$¡�¢M�����M¥��¤£�����é¤��£��d¢¤£��f������ï0�$�d����¡ý����¡«�d¢r���z�4��£f���d�Cñr�f�«¥�ïÐ�d�#���,¡��4�f¢
¥�©K¢r����¡«£.���6ïÐ�d����ü



��� � ���������
	���������������
	���������������	������������� � !"���#$�&%

� �����������	� 

� ��� �n�fø
ε ∈ Ωs

n+1,YW
@O��õ5�
2dúmõ
4_÷E�Hõdû 	�ùdö34 	 � �.D%ø;DKõ,ø

ε = [ρ]
	�ùdöZ	�ù
46�

ρ ∈ Ωr
n+1W

	��(�=	fõ
2�ø;D�õ,ø�õ%ô�����ø5ù,öv�A�Ãû��
Z
ùdú

W s ⊂ JsY
÷ 	�õ%ô<õdöÃ÷Ðõ4øÐ÷Ðùdúzõdû6ô�����ø5ù,öv�A�Ãû��

	�ùdö
ε = [ρ]

÷ 	$ø;D � ��÷7�S�0�ÃöÃ÷\ô<õ,øÐ÷\ô��
∂Zε

÷ 	$õ%û�ù���õdû\û 2 ô<õdöÃ÷¾õ,øÐ÷Ðù,úmõdû(	�ùdö34 	
�#é¤�������M��ï���ï���é¤�$ï¾�d���«�.ë�¡�¢��ì��é¤���d���f�v¡«ê ð �dê���¥í�d¢í� ê�¡������«�_� ð ê��f���,����¡«�d¢ �.-K���ý��¡�¢�¡�¢��

��é¤�����.��¢�¡�¢��%��ïT¡«¥��f¢@��¡��Q© 8;+¤ü�)G:�ï¾�d����é¤�=<��f����é¤�d����>��%������¡�¢��
En+1

ü
���	��
����� '�� �n�fø

W ⊂ Y
@B�õdú%ù�E �fú5	 �fø��6û]�fø

ε
@B�õ/�
2dúmõ
4_÷E�Hõdû 	�ùdö.4 ùdú

W s ⊂ JsY
�

õdúI�
Z
@B�ìõ�ô����.ø5ùdö ���Ãû�� ù,ú

W s 	� ��E�E�ù�	 �§ø;D�õ,ø
Z

÷ 	§õ �Hùdúrø5õG��øQ	.2
4?46�føÐö.2 	 �nD �Ãú�ø;D �
	�ùdûÚû�ù���÷\ú&F ø��Cù ��ù,úI�d÷ÐøÐ÷Ðùdúg	$õ,ö��5���
�K÷\ô<õdû]�Ãúrø��

• Z
÷ 	$õ%ô�õdö"÷¾õ,øÐ÷¾ùdúmõdû6ô
����ø5ùdö��A�Ãû��	�ùdö

ε
�>÷ 	;� 	 �

En+1(∂Zε) = 0
	

• Z
û]��õdô
�3	�÷\ú¤ô<õdöÃ÷Ðõ,úrø>ø;D � $�fû 4?DKùdû`ø,J5�fû�õ�	O	 �>÷ 	;� 	

∂ZEn+1(ε) = 0
	

����
�
���#¦ó��£�é¤�K�,ê��
ρ ∈ Ωr

n+1W
ê��¤£Hé ��ér���

ε = [ρ]
��¢¤¥ ��é¤�f¢ ��������© �#é¤���d���f�

�,ü_¦ó��� ð �H��¡�¢ ∂ZEn+1(ε) = En+1(∂Zε)
ü6�#é¤���d���f� ' ¡«ê��§¥�¡�����£f��£��d¢¤êH��þ@�¤�f¢¤£�����ï#��é�¡«ê

ï¾�d�������ý��ü
�

�6Ý.-(0�á�æ10�à2æ\âmß�0�2#å4âmßzà�0�å4à 7�� 5 5 -4à.ádæ@-&7�â�3 7�-@å4âzß ã¨ârá�ãG-@á�ã�� ß 0�5òæ\å�0�2 3Yârá6587
çY¢ìë�ér����ïÐ�d���«�2ë�ê.��ë��$ê�ér�����(ê��z��£f¡`ïÐ©%��é¤�$� ð �.�4�$����ê�������ê#ï¾�d����é¤��£.�dê�����ïw����£Hér��¢�¡«£�ê.�¤¡5üÀ�,üï¾�d��ê���£��d¢¤¥KÿY�d��¥��f��¥�©K¢r����¡«£.���6ï¾�d����ê�d¢ìñ ð �f����¥ì�%��¢�¡`ï¾�d�«¥�ê�ë�¡���é 1

ÿY¥�¡����f¢¤ê�¡«�d¢r��� ð �dê���ê.ü4'ñ ð �f����¥ £�ér�������d¢ Y ¡«ê�¥��f¢¤�d����¥ ð © (V, ψ)
�
ψ = (t, qσ)

�6��é¤���dê�êH�M£f¡ý������¥ £Hér������ê��d¢
J1Y��¢¤¥

J2Y ð © (V 1, ψ1)
�
ψ1 = (t, qσ, q̇σ)

��¢¤¥
(V 2, ψ2)

�
ψ2 = (t, qσ, q̇σ, q̈σ)

������ê��~��£f��¡��4�f��©4ü
çQ¢ì��é�¡«ê�¢¤�d�H����¡«�d¢(�

ωσ = dqσ − q̇σdt, ω̇σ = dq̇σ − q̈σdt."¤�d����¢M©ì¥�¡`�~�f���f¢M��¡ý� ð �«��ïÐ��¢¤£f��¡«�d¢ f : V 1 → R
ë���ér���4�

df

dt
=
∂f

∂t
+

∂f

∂qν
q̇ν +

∂f

∂q̇ν
q̈ν ,

��¢¤¥ìë��$¥��Ãñ¤¢¤����é¤�6�
��ø 	fùdö.4�õdûn�0�ÃöÃ÷\ô<õ,øÐ÷\ô��_ù�E �Ãö�õ,ø5ùdö
d′f/dt ð ©

(5.1)
d′f

dt
=
∂f

∂t
+
∂f

∂qν
q̇ν .

�#é¤��ï¾�d���%��� ¥��f��¡��,����¡��4�
df/dt

¡«ê�¥��Ãñ¤¢¤��¥��d¢
V 2

�¤��¢¤¥
d′f/dt

¡«ê�_ï\��¢¤£f��¡«�d¢ �d¢
V 1

ü
�#é¤�#ï¾�d���«�.ë�¡�¢���ê�¡������«��� ð êH�f���d����¡«�d¢��,¡��4��ê>�¤êC���4���d���f����¡«£�¥���ê�£f��¡�����¡«�d¢%��ï6ê���£��d¢¤¥��d��¥��f�¥�©K¢r����¡«£.���6ïÐ�d����ê2�¤¥��f�z�f¢¤¥�¡�¢��%��¡�¢¤�.������©§�d¢ ��é¤��ê���£��d¢¤¥�¥��f��¡��,����¡��4��ê.ü
� ��� ���������n��ø

ε
@B�_õ��
2dúmõ
4_÷E�Hõdû 	�ùdö34�������Ezö��3	3	 ���ì÷Úú õ ��@B�ÃöB�����.DKõ,öÃøZ@.2

(5.2) ε = εσω
σ ∧ dt.

�nD � 	fù,ûÚû�ù���÷\ú&F%ø��Cù���ùdúJ�d÷\øÐ÷¾ùdú 	�õdöB�(���
�K÷\ô<õdû]�Ãúrø��
8���: �nD �$��ù~4 E�ùdúJ�Ãúrø;		ù�	

ε
õ,ö���ûR÷ÚúJ��õdö$÷\ú�ø;D �=	�����ùdúI���0�fö"÷\ô<õ,øÐ÷\ô��3	 �

(5.3) εσ = Aσ + Cσν q̈
ν .

87'G:��#ú
V 1

�$ø;D �ÃöB�C���,÷ 	fø;	§õ
2 B 	�ùdö.4 ρ

� F0�ÃúJ�föXõ,ø �B� @,2íø;D � ��ùdúrø5õ0��ø 	�ùdö34?	
ωσ

� 	 � �.D
ø;D�õ,ø

ε = [ρ]
	

����
�
����çYï0��é¤�$£��d���~�d¢¤�f¢@��ê
εσ

�����$��ïw��é¤��ï¾�d��� 87�ü�)G:Ã��ë��$ê��f�
(5.4) ρ = ωσ ∧ (Aσdt+Cσνdq̇

ν).
�#é¤�f¢

(π2,1)∗ρ = Aσω
σ ∧dt+Cσνω

σ ∧ (ω̇ν + q̈νdt) = εσω
σ ∧dt+Cσνω

σ ∧ ω̇ν �Mê�é¤�.ë�¡�¢����ér���
ε = [ρ]

ü



����
%$�
� % ! ����� � %�������! ��
� ������H�&%��,���� # ! ���� ��� ��� ! ��� �

#��d¢@�4�f��ê��f��©4�>¡`ï
ρ
¡«ê_�

2
ÿ¾ï¾�d��� �4�f¢¤�f�H������¥ ð © ��é¤� £��d¢@�H�d£f��ïÐ�d����ê

ωσ �w¡5üÀ�,ü�� ρ = ωσ ∧
(Aσdt+Bσνω

ν + Cσνdq̇
ν)
����é¤�f¢

[ρ] = (Aσ + Cσν q̈
ν)ωσ ∧ dt

ü
�

¦ó�§¢¤�.ë ¥�¡«êH£f�¤ê�ê_��é¤�§þ@�¤��ê���¡«�d¢ ��¢¤¥��f��ë�ér��� £��d¢¤¥�¡���¡«�d¢¤ê%�í¥�©M¢r����¡«£.���#ï¾�d���
ε
ë�¡���é

£��d���~�d¢¤�f¢@��ê�87�ü�)G:�¡«ê��,����¡ý����¡«�d¢r���5ü �#é¤�%� ð �.�4� î(�f���%��ê"��©�ê���ér���$�,����¡ý����¡«�d¢r����¡��Y©ó��ï
ε
¡«ê

£f�«�,ê��f��©����f�ý������¥�ë�¡���é���é¤�#�����d�~�f����¡«��êC��ïm��é¤��ïÐ�d���
ρ
87�ü +F:ÃüH"¤�d�>��é¤��êH��ïÐ�d����ê���é¤�Z<��f����é¤�d����>

ï¾�d�������.�d¥�êS8Ðê��������������,� ����!��Y�*���~�.�;:
(5.5) H(ε) = (Fσνω

σ +Gσν ω̇
σ +Hσνω̈

σ) ∧ ων ∧ dt,
ë�é¤�f���

(5.6)

Fσν =
1

2

(∂Aν

∂qσ
−
∂Aσ

∂qν

)

−
1

4

d

dt

(∂Aν

∂q̇σ
−
∂Aσ

∂q̇ν

)

+
1

2

(∂Cντ

∂qσ
−
∂Cστ

∂qν

)

q̈τ

−
1

4

d

dt

(∂Cντ

∂q̇σ
−
∂Cστ

∂q̇ν

)

q̈τ −
1

4

(∂Cντ

∂q̇σ
−
∂Cστ

∂q̇ν

)

ü�ü�ü
q τ ,

Gσν =
1

2

(∂Aν

∂q̇σ
+
∂Aσ

∂q̇ν

)

−
1

2

d(Cνσ + Cσν)

dt
+

1

2

(∂Cντ

∂q̇σ
+
∂Cστ

∂q̇ν

)

q̈τ ,

Hσν =
1

2
(Cνσ − Cσν).

���.-K�.� ð © ê����H��¡��,éM�XïÐ�d��ë#����¥ £��d�������H����¡«�d¢¤ê��¤ê�¡�¢�����é¤��¥��Ãñ¤¢�¡���¡«�d¢(�¤ë���� ð �H��¡�¢���é¤��ï¾�d���«�.ë�¡�¢��£��d�����«�f����¥���êH£f��¡�����¡«�d¢ ��ïT£��d¢M�H�d£f��ê�©K�����f����¡«��ê�d¢
W 2

��ë�é¤�f���
W ⊂ Y

¡«ê���¢ �d�z�f¢�êH�f� �
� ��� ��� '�� ����� ���fø

dimY = 2
��õdúJ��û]�fø

Z
@B��õ%ô
����ø5ùdö��A�Ãû�� ù,ú

J2Y
�

(5.7) Z = ζ0
∂

∂t
+ ζ

∂

∂q
+ ζ̇

∂

∂q̇
+ ζ̈

∂

∂q̈
.

�nD � 	fù,ûÚû�ù���÷\ú&F%ø;DMö��B�5�HùdúI�d÷ÐøÐ÷Ðù,ú 	�õdö��(���
�M÷\ô<õdû]�Ãúrø��
8¾�G:

Z
÷ 	�õ �Hùdúrø5õG��ø�	.2�4546�føÐö.2 	

8 ð : �nD �Ãö��(���d÷ 	fø;	�õ	��KúI��øÐ÷¾ùdú f = f(t, q, q̇)
	 � �.D�ø;DKõ,ø

(5.8) ζ0 = −
∂f

∂q̇
, ζ = f −

∂f

∂q̇
q̇, ζ̇ =

d′f

dt
, ζ̈ =

d′

dt

df

dt
.

8Ð£�: �nD �S�Hù
4 E�ùdúJ�Ãúmø;	
ζ0

õdúI�
ζ
�F� E �ÃúI�ìù,ú

t, q, q̇
ù,ú¤û 2 �CõdúI�%	fõ4øÐ÷ 	 	32

(5.9)
∂ζ

∂q̇
−
∂ζ0
∂q̇

q̇ = 0,

õdúI�

(5.10) ζ̇ =
dζ

dt
−
dζ0
dt
q̇, ζ̈ =

dζ̇

dt
−
dζ0
dt
q̈.

����� ���fø
dimY > 3

	
	 ô�����ø5ù,öv�A�Ãû��

(5.11) Z = ζ0
∂

∂t
+ ζσ ∂

∂qσ
+ ζ̇σ ∂

∂q̇σ
+ ζ̈σ ∂

∂q̈σ

÷ 	$õ���ùdúmø5õG��ø�	32
4546�føÐö32�÷ 	�õdúI� ùdú¤ûV2�÷ 	$ø;D � 	 �KúI��øÐ÷¾ùdú 	
ζ0

õ,úI�
ζσ

�0� E �ÃúJ� ù,ú
t, qν

ùdú¤ûV2 �
õdúI�

(5.12) ζ̇σ =
dζσ

dt
−
dζ0
dt
q̇σ, ζ̈σ =

d2ζσ

dt2
−
d2ζ0
dt2

q̇σ − 2
dζ0
dt
q̈σ.
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� '���� 	
Z
÷ 	�õ���ùdúrø5õ0��ø�	32
454%��øÐö32 õ,úI�

f
÷ 	$õ 	��MúJ��øÐ÷Ðù,ú&	�� �.D ø;D�õ,ø���ù,úI�d÷ BøÐ÷¾ùdú 	 ��� 	�� � õdöB�=	fõ,øÐ÷ 	 �A�B� � ���=	fõ
2%ø;D�õ,ø

Z
÷ 	�õ�	O	�ù��f÷¾õ,ø ��� ��÷Ðø;D

f
	

���d���§��ér���.� ð © 87�ü��G:Ã� f = ζ − ζ0q̇
ü "r�d�������ý�dêC87�ü���!G:�ï¾�d��£��d¢@�H�d£f��ê�©K�����f����¡«��ê��d¢
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Y
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(5.13) ∂Zε = [∂Zρ] = εZσω
σ ∧ dt,

�HD �ÃöB�
(5.14) εZ

σ = AZ
σ + CZ

σν q̈
ν ,

��÷Ðø;D
(5.15)

AZ
σ = ∂ZAσ +

∂(ζτ − ζ0q̇
τ )

∂qσ
Aτ +

(∂ζ0
∂t

+
∂ζ0
∂qτ

q̇τ
)

Aσ +
(∂ζ̇ν

∂t
+
∂ζ̇ν

∂qτ
q̇τ

)

Cσν ,

CZ
σν = ∂ZCσν + Cτν

∂(ζτ − ζ0q̇
τ )

∂qσ
+
∂ζ0
∂q̇ν

Aσ +
∂ζ̇τ

∂q̇ν
Cστ .
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ε = [ρ]
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∂AZ
ν

∂qσ
−
∂AZ

σ

∂qν
−

1

2

d

dt

(∂AZ
ν

∂q̇σ
−
∂AZ

σ

∂q̇ν

)

+
(∂CZ

ντ

∂qσ
−
∂CZ

στ

∂qν

)

q̈τ

−
1

2

d

dt

(∂CZ
ντ

∂q̇σ
−
∂CZ

στ

∂q̇ν

)

q̈τ −
1

2

(∂CZ
ντ

∂q̇σ
−
∂CZ

στ

∂q̇ν

)

ü�ü�ü
q τ = 0,

∂AZ
ν

∂q̇σ
+
∂AZ

σ

∂q̇ν
−
d(CZ

νσ + CZ
σν)

dt
+

(∂CZ
ντ

∂q̇σ
+
∂CZ

στ

∂q̇ν

)

q̈τ = 0,

CZ
νσ − CZ

σν = 0.
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Y = R
3 � X = R
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J2R

3 ����é¤�ê���£��d¢¤¥��d��¥��f��¥�©M¢r����¡«£.���6ï¾�d���
ε = (ε1ω

1 + ε2ω
2) ∧ dt

�,¡��4�f¢ ð ©
(6.1) ε1 = q̇2 + q̈1, ε2 = q2 + q̈2.¦ó��ë�¡«ê�é ���$ñ¤¢¤¥ �4�f����¡«£.���z£��d¢M�H�d£f��ê�©M�����f����¡«��ê
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H(ε)
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ε
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Z = J2Ξ

��ë�é¤�f���

(6.2) Ξ = ξν ∂

∂qν
,

��¢¤¥
ξν = ξν(t, qσ)

üa�#é¤�=<��f����é¤�d����>�ï¾�d���
H(ε)

¡«ê��,¡��4�f¢ ð ©
(6.3) H(ε) = 1

2
(ω̇2 ∧ ω1 + ω̇1 ∧ ω2) ∧ dt,

��¢¤¥ì¡���¡«ê��.�dê�¡���© ê����f¢ ��ér������é¤�$£��d¢¤¥�¡���¡«�d¢
∂ZH(ε) = 0

¡«ê���þM��¡��,���«�f¢@��ë�¡���é���é¤��ê�©Kê����f�

(6.4)
∂ξ̇2

∂q2
−
∂ξ̇1

∂q1
= 0,

∂ξ2

∂q1
= 0,

∂ξ2

∂q2
+
∂ξ1

∂q1
= 0,

∂ξ1

∂q2
= 0.

ªK�d���K¡�¢�����é�¡«ê�ê�©�ê����f��ë���� ð �H��¡�¢
(6.5) ξ1 = A+ Cq1, ξ2 = B − Cq2,
ë�é¤�f���

A = A(t)
�
B = B(t)

��������� ð ¡����H����©�ïÐ��¢¤£f��¡«�d¢¤ê.����¢¤¥ C ∈ R
üH�#é¤��¥�©M¢r����¡«£.���zï¾�d���

∂Zε
��ë�¡���é

Z = J2Ξ
¥��Ãñ¤¢¤��¥ ð © 87��ü�G:Ã��¡«ê��,¡��4�f¢è�dê ∂Zε = (ε̃1ω

1 + ε̃2ω
2) ∧ dt

��ë�é¤�f���
(6.6) ε̃1 = 2Cq̈1, ε̃2 = B − 2Cq2 − 2Cq̈2.
"����d����é¤��ê���ï¾�d�������ý�dê�¡���¡�������¥�¡ý�����f��© ï¾�d���«�.ë�ê���ér���

H(∂Zε) = 0
��ë�é�¡«£�é������2�4��ê���ér������é¤�

¥�©K¢r����¡«£.���6ïÐ�d���
∂Zε
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Z = J2Ξ
ë�é¤�f���

Ξ
¡«ê>¥��Ãñ¤¢¤��¥ ð © 87��ü�G:w��é¤�f����.-�¡«ê����4��£f���d�	ñr�f�«¥�ê_ê��¤£�éÒ��ér������é¤� ê�©�ê����f��ê

ε1 = 0
�
ε2 = 0

��¢¤¥
ε̃1 = 0

�
ε̃2 = 0

ér���4�
£��d�����d¢ ê��d������¡«�d¢¤ê.üèçY¢¤¥�����¥6�Tê��f����¡�¢��

B = 0
�wë�� £.��¢ �.�dê�¡���©ó£�é¤��£H� ��ér������é¤��ïÐ��¢¤£f��¡«�d¢¤ê

q1 = at+ b
�
q2 = 0

��¡�¢ìë�é�¡«£�é
a, b ∈ R
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