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en meer .....



• Gravitatie 
• Electromagnetisme  
• Sterke kracht (cf. binding van de nucleonen in   
                    de kern)
• Zwakke kracht (cf. beta-verval)

De eis dat de fundamentele bewegingsvergelijkingen 
invariant zijn onder bepaalde (lokale) transformaties 
introduceert en bepaalt krachten. Het gebruik van 
een gemeenschappelijk stel (lokale) transformaties 
kan mogelijks een ToE opleveren welke een geunifi-
eerde beschrijving geeft van de vier fundamentele 
natuurkrachten:
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Wat precies is E8?

• Moeilijkheid: terminologie
Voorbeelden:

Lie-algebra vs. Lie-groep
E8(-24) = “quaternionic group”
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. . .  vanuit mijn eigen onderzoek
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MEETKUNDIG ALGEBRAÏSCH

(Jordan algebra’s,
 Clifford algebra’s)
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Spiegelingsgroepen 

een groep spiegels
. . .  die aan bepaalde voorwaarden voldoen

(1) Eindig aantal
(2) Dubbelzijdige spiegels
(3) Geen spiegels in elkaars verlengde
(4) Het spiegelbeeld van de groep spiegels 
door elke spiegel is de groep zelf
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Zelf de juiste hoek ontdekken met 
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Experimenteel bewijs waarom twee 
evenwijdige spiegels niet kunnen:



Samengevat: we zoeken in de n-dimensionale 
ruimte een formatie van n twee aan twee 
niet evenwijdige spiegels waarvoor we in 
elke “plooi” ons eigen (spiegel)beeld getrouw 
zien  
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Voorbeeld voor n=3

Merk op: 
blauw en rood even groot; geel onafhankelijk



Voorbeeld voor n=3

In het totaal ontstaan er 9 spiegels 
6 even groot als blauw en rood, 3 zoals geel 
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De regelmatige veelvlakken!

In algemene dimensie n:
De regelmatige polytopen.

n=2: assen van regelmatige veelhoeken
n=3: assen van tetraëder, kubus, dodecaëder
n=4: assen van 5-cel, 8-cel (hyperkubus),
      120-cel, 24-cel, halve 24-cel 
n≥5: assen van (n+1)-cel, 2n-cel (n-hyper-
      kubus), deel van 2(n+1)-cel
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• In dimensie 8
• Dus door 8 spiegels bepaald
• Alle 120 spiegels zelfde afmetingen
• Hoeken tussen de spiegels 60˚ of 90˚
• Nummer de spiegels 1,...,8 en verbind 
  als de spiegels hoek van 60˚ maken 
     Schläfli figuur
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Tussendoor: wortelsysteem van E8
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248-dimensionale complexe vectorruimte 
met product       Lie-algebra!
Lineaire afbeeldingen die dat product 
bewaren       Lie-groep!

setje van complexe 
248 x 248 matrices

Vectoren die zich “speciaal” gedragen tov 
dat product       Lie-meetkunde!

blijkt een 57-
dimensionaal complex    
multioppervlak te zijn
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Anders geschreven:

[  ]b a
c -b

x [  ]y x
z -y
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c -b[  ]y x
z -y [  ]y x
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-
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Anders geschreven:

[  ]b a
c -b

x [  ]y x
z -y

= [  ]b a
c -b [  ]b a

c -b[  ]y x
z -y [  ]y x

z -y
-

[        ]by+az bx-ay
cy-bz  cx+by [        ]by+cx ay-bx

bz-cy  az+by
-=

= [           ]az-cx   2bx-2ay
2cy-2bz   cx-az

Matrices met determinant nul spelen een
speciale rol en vormen de Lie-meetkunde!



De determinant van          is nul als en slechts 
als y2+xz=0

Het reëel deel is een kwadratische kegel:

[  ]y x
z -y

X

Y

Z



Vanuit de oorsprong geprojecteerd is dit een ...

projectieve reële kegelsnede

Dit is de Lie-meetkunde A1(1)
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van de kegel wijzigen in x2+y2+z2=0

       Geen reële vectoren meer
       Imaginaire kegelsnede
       Lie-meetkunde A1(-3)

       Bijhorende Lie-groep bestaat uit lineaire
       transformaties die “isotrope” vectoren
       op elkaar afbeelden
       Loodrechte stand wordt bewaard
       Orthogonale transformaties 

loodrecht
op zichzelf
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Situatie voor E8:
• Geprojecteerd vanuit de oorsprong: 
              Lie-meetkunde E8 is 56-dimensionaal
• In de standaardbasis is reëel gedeelte 56-

  dimensional           E8(8)
• Er is een basis waarin reëel gedeelte een ande-  

  re 56-dimensionale meetkunde is        E8(-24)
• Er is een basis waarin reëel gedeelte ledig 

  wordt           E8(-248)
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Eigen onderzoek:
• Elke niet-ledige Lie-meetkunde E8 bevat tal van 
kegelsneden en kwadrieken 
• De maximale kwadrieken zijn niet-ontaard
• Doctoraat van Anneleen De Schepper: op het 
niveau E6 vinden we vijf nieuwe Lie-meetkundes 
met ontaarde maximale kwadrieken
• Deze leggen een discrete link tussen E6(6) en 
E6(-26)  
• Uitbreiden naar E8         



Dank voor de aandacht
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