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1.13 Schnelles Multiplizieren
1. Einführung über den Additionsalgorithmus
Bei der Addition zweier positiver ganzer Zahlen werden die einzelnen Positionen gemäß der Additionstabelle des „kleinen Einspluseins“ addiert:
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Die Subtraktion positiver ganzer Zahlen funktioniert analog mit einer Subtraktionstabelle.

Offensichtlich benötigt die Addition zweier Dezimalzahlen der Länge n genau n elementare Additionen des kleinen Einspluseins. Hierzu kommen noch höchstens n Übertragsadditionen:
  2                      
+2                   

  4                Dezimalzahlen der Länge n=1, ergibt eine elementare Addition,
  12
+24

36 Dezimalzahlen der Länge n=2, ergibt zwei elementare Additionen. Usw.!
Insgesamt benötigt der Additionsalgorithmus also < 2n oder O(n) elementare Operationen.

Die Multiplikation kann ebenfalls wie in der Schule durchgeführt werden. Diese Methode ergibt bekanntlich ein iteratives
 Schema unter Verwendung des „kleinen Einmaleins“ (Tabelle wie Additionstabelle. Die Rechnung wird dabei durch multiplizieren, statt addieren ersetzt.)

2. Beispiel für Schulmultiplikation
Exemplarische Multiplikation x ∙ y für x= 1234 und y= 5678 mit dem Schulalgorithmus:
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Die Multiplikation funktioniert, indem das Gesamtproblem (also die Multiplikation x∙y) mit Hilfe des Distributivgesetztes
 in die Teilprobleme 1234∙5, 1234∙6, 1234∙7 und 1234∙8, und diese Teilprobleme schließlich in Probleme des kleinen Einmaleins zerlegt werden.

Eine Überprüfung ergibt, dass zur Berechung des Resultats insgesamt 4∙4=16 Multiplikationen des kleinen Einmaleins sowie einige Additionen benötigt werden. Zählt man für den Moment nur die Multiplikationen, so stellt  man fest, dass zur Multiplikation zweier Dezimalzahlen mit n Dezimalstellen insgesamt O(n²) elementare Multiplikationen des kleinen Einmaleins nötig sind. Man rechne nach, dass hierzu ebenfalls höchstens O(n²) elementare Additionen kommen (Beweis im Anschluss). Insgesamt hat die Schulmultiplikation also O(n²) elementare Operationen, wobei die Operationen des kleinen Einspluseins und Einmaleins zusammengefasst werden.
Der Schulalgorithmus reicht völlig aus, um die Addition zweier Summanden bestmöglich zu bewerkstelligen. Die Effizienz des Multiplikationsalgorithmus ist allerdings noch zu verbessern.

Um zu einem verbesserten, effizienteren Verfahren zu gelangen, wird zunächst eine andere, rekursive
 Beschreibung der Schulmultiplikation angegeben. Hierzu nehmen wir an, es seien zwei positive Langzahlen x Є IN := {1, 2, 3, …} und y Є IN der Länge n, also mit n Dezimalstellen, gegeben. Ist eine der beiden Zahlen kürzer, so wird sie wieder durch führende Nullen ergänzt. O. B. d. A. nehmen wir weiter an, dass n eine Zweierpotenz ist.  Sollte dies nicht der Fall sein, erhöhen wir n entsprechend durch Ergänzen führender Nullen. Man zerlege nun 
X = a ∙ 10n/2 + b und y = c ∙ 10n/2 + d
in zwei gleich lange Teile und berechne das Produkt x∙y gemäß der Formel

x  ∙ y = a ∙ c ∙ 10n + (a ∙ d + b ∙ c) ∙ 10n/2 + b ∙ d.
Dieses Verfahren wird dann rekursiv weitergeführt.

3. Karatsuba-Algorithmus

3.1 Idee des Algorithmus

Zunächst werden die beiden zu multiplizierenden Zahlen in zwei Teile aufgespalten. Ausmultiplizieren ergibt dann insgesamt vier Summanden, die durch vier Multiplikationen gebildet werden und anschließend durch Verschiebe- und Additionsoperationen zusammengesetzt werden können. Statt nun vier Multiplikationen durchzuführen, kann mit Hilfe zweier Summanden die Summe der beiden anderen Summanden indirekt berechnet werden, wofür eine Multiplikation genügt. Insgesamt spart man so also eine teure Teil-Multiplikation ein. Führt man dieses Verfahren rekursiv durch, so erhält man eine wesentlich günstigere Laufzeit als nach der naiven Schulmethode.

3.2 Methode des Karatsuba-Algorithmus und Beweise
Der Karatsuba-Algorithmus ist eine Multiplikationstheorie, welche 1962 von dem Mathematiker A. A. Karatsuba entwickelt wurde. Diese ist eine Methode, die mit nˆ1,59 einstelligen Multiplikationen auskommt. Einstellige Multiplikationen werden aus Additionen zusammengesetzt

z.B.

3 ∙ 4 = 4 + 4 + 4 = 12  

Das bedeutet, dass die 4 dreimal addiert wird. Karatsuba interessierte sich nun aber dafür, wie viele einstellige Multiplikationen wir benötigen, um zwei n- stellige Zahlen zu multiplizieren. 

Die Multiplikation nach Karatsuba funktioniert dabei nach dem Teile und Herrsche Prinzip. Dieses Prinzip hat in der Informatik eine große Bedeutung. Man zerteilt ein großes Problem auf in kleinere Teilprobleme. Diese können wir dann auf eine einfachere Art lösen. Schließlich setzen wir die Teillösungen zusammen und erhalten die Lösung des ursprüngliche Problems. Teilen wir also unsere 4- stelligen Zahlen einfach in 2- stellige Zahlen auf.

3124   wird so zu   31 ∙ 10² + 24

5342   wird so zu   53 ∙ 10² + 42
Die Multiplikation mit 10n verstehen wir auch als „ um n Stellen nach links schieben“.
Die Methode wird am selben Beispiel wie oben vorgeführt. Zur Berechnung von 1234 ∙ 5678 zerlegt man diesmal





a
      b


 c 
       d


1234 = 12 ∙ 100 + 34    und    5678 = 56 ∙ 100 + 78.
Zur Berechnung des Produkts x ∙ y werden im ersten Schritt gemäß Punkt 2. (Beispiel für Schulmultiplikation) also die 4 Multiplikationen a ∙ c = 12 ∙ 56, a ∙ d = 12 ∙ 78, b ∙ c = 34 ∙ 56 und b ∙ d = 34 ∙ 78 benötigt. Für jede dieser 4 Multiplikationen sind durch Anwendung desselben Verfahrens dann wieder 4 elementare Multiplikationen erforderlich. Dies liefert also insgesamt wieder dieselben 16 Multiplikationen der gegebenen Ziffern, welche diesmal allerdings in einer anderen Reihenfolge berechnet werden. ∆

Es wird  nun gezeigt, dass dieses Verfahren im Falle zweier Faktoren der Länge n wieder   O(n²) elementare Operationen benötigt.

3.3 Beweis der elementaren Operationen (O(n²))

Sei K(n) die Anzahl der benötigten elementaren Operationen. K(n) nennt man auch die Komplexität oder die Laufzeit des Verfahrens. Auf Grund der rekursiven Struktur des Verfahrens, können wir eine Rekursionsgleichung für K(n) aufstellen. Die Formel aus Punkt 2. (Beispiel für Schulmultiplikation) zeigt, dass die Berechnung eines Produkts zweier n-stelliger ganzen Zahlen durch 4 Multiplikationen von Zahlen mit n/2 Stellen plus einer Addition n-stelliger Zahlen realisiert werden kann. Also gilt K(1) = 1 (zur Multiplikation zweier einstelliger Zahlen benötigen wir eine elementare Multiplikation) sowie K(n) = 4 ∙ K(n/2) + C ∙ n für die Konstante C, welche die Anzahl der im jeweiligen Rekursionsschritt nötigen Additionen angibt. Für n = 2m liefert dies

K(n)  = K(2m) = 4 ∙ K(2m-1) + C ∙ 2m
= 4 ∙ (4 ∙ K(2m-2) + C ∙ 2m-1) + C ∙ 2m
= 42 ∙ K(2m-2) + C ∙ 2m(1 + 2) = …

= 4m ∙ K(1) + C ∙ 2m ∙ (1 + 2 + … + 2m-1)

< 4m ∙ K(1) + C ∙ 4m
= D ∙ 4m = D ∙ n2
für eine Konstante D. Die Pünktchen … kann man wie üblich mit vollständiger Induktion verifizieren: Der Induktionsbeginn ist klar und der Induktionsschritt folgt aus der Rechnung



4j ∙ K(2m-j) + C ∙ 2m(1 + 2 + … + 2j-1)



= 4j ∙ (4 ∙ K(2m-j-1) + C ∙ 2m-j) + C ∙ 2m(1 + 2 + … + 2j-1)



= 4j+1 ∙ K(2m-j-1) + C ∙ 2m+j + C ∙ 2m(1 + 2 + … + 2j-1).
Somit haben wir gezeigt, dass dieses Verfahren – wie das Schulverfahren – ebenfalls O(n²) Operationen benötigt.

3.4 Der Karatsuba-Algorithmus und seine Identität

Ein effizientes Verfahren, um mehrstellige Zahlen mit einander zu multiplizieren, ist der Karatsuba-Algorithmus. Dieser benutzt die Identität 

a ∙ d + b ∙ c = a ∙ c + b ∙ d + (a – b) ∙ (d – c)

(oder eine ähnliche). Damit ergibt sich für die Multiplikation

x ∙ y = a ∙ c ∙ 10n + (a ∙ c + d ∙ b + (a – b) ∙ (d – c)) ∙ 10n/2 + b ∙ d.

Der offensichtliche Vorteil dieses nicht sofort ersichtlichen Verfahrens besteht darin, dass man nun in jedem Rekursionsschritt statt vier noch drei Multiplikationen benötigt, nämlich    
 a ∙ c, b ∙ d und (a – b) ∙ (d – c).
 Daher bekommen wir für die Komplexität  die Rekursion
K(1) = 1 und K(n) = 3 ∙ K(n/2) + C ∙ n, 
für die wir erhalten
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Dieses Verfahren lohnt sich in der Praxis allerdings erst für die Berechnung großer Langzahlen, da die Konstante beim Karatsuba-Algorithmus wesentlich höher ist, als bei der Schulmultiplikation. Die Rechnung zeigt aber, dass dieses Verfahren für sehr große n viel besser ist.
3.5 Beweis über die Unabhängigkeit der Komplexität der Algorithmen von der verwendeten Basis b

Während die Schuladdition von Langzahlen O(n) elementare Operationen benötigt, braucht die Schulmultiplikation O(n²) elementare Operationen. Wie wir oben gesehen haben, hat der Karatsuba-Algorithmus eine Komplexität von O(nlog2 3). Die Komplexität der Algorithmen ist unabhängig von der verwendeten Basis b.

Beweis:
Für B = 10 hatten wir die Behauptungen bereits bewiesen.
Wir zeigen nun, dass die Komplexität nicht von der Basis anhängt. 

Hat z Є IN eine Darstellung bzgl. Der Basis B, so ist die Anzahl n der Ziffern gegeben durch

n ≈ logBz = log z/log B.

Für die Anzahl n` der Stellen bzgl. Einer anderen Basis B` gilt also

n` ≈ logB`z = log z/ log B = log z/log B ∙ log B/log B`= log B/ log B` n = logB`B∙n.

Folglich gelten die hergeleiteten Komplexitätsaussagen bzgl. Jeder Basis, nur mit verschiedenen Konstanten.                                                                                          □
Bei obigen Rechnungen ist n die Anzahl der Ziffern einer ganzen Zahl z. Wollen wir die Komplexität durch z selbst ausdrücken, so erhalten wir beisielsweise beim Karatsuba-Algorithmus K(z) = O(log zlog2 3). Die übliche Bezugsgröße bei der Angabe der Komplexität ist aber die Länge n der Darstellung einer ganzen Zahl.   

3.6 Anwendung des Karatsuba-Algorithmus

Wir betrachten die Anwendung des Karatsuba-Algorithmus auf das Beispiel 1234 ∙ 5678 etwas genauer. Es ist x = 1234, y = 5678 und somit n = 4, a = 12, b = 34, c = 56 und d = 78. Die Berechnung von x ∙ y erfolgt also gemäß

x ∙ y = a ∙ c ∙ 104 + (a ∙ c + b ∙ d + (a – b) ∙ (d – c)) ∙ 10² + b ∙ d,

und es werden somit die Teilrechnungen a ∙ b, b ∙ d sowie (a – b) ∙ (d –c) benötigt. Diese können bei erneuter Anwendung der Formel aus 3.1 mit elementaren Operationen ermittelt werden und liefern a ∙ c = 12 ∙ 56 = 672, b ∙ d = 34 ∙ 78 = 2652 sowie (a – b) ∙ (d – c) =       (12 – 34) ∙ (56 – 78) = -484. Also bleibt schließlich die Rechnung
x ∙ y = 672 ∙ 10000 + (672 + 2652 – 484) ∙ 100 + 2652.

Man beachte, dass die mittleren Additionen und Subtraktionen nicht elementar sind, sondern Operationen von Zahlen der Länge n darstellen. Hat man sie ausgeführt, kann man mit elementaren Additionen und Überträgen das Endresultat ermittelt werden: 
	
	672
	00
	00

	+
	28
	40
	00

	+
	
	26
	52

	=
	700
	66
	52


Dies schließt die Rechnung ab.  ∆
3.7 Der Algorithmus im Detail / Andere Darstellung des Karatsuba-Algorithmus
Wir gehen von zwei natürlichen Zahlen x und y aus, deren Länge jeweils 2n beträgt. Der Algorithmus kann in einfacher Weise so verallgemeinert werden, dass er auch auf ganzen Zahlen funktioniert, indem Vorzeichen gesondert berücksichtigt werden. Zahlen mit ungerader Länge können als solche mit gerader Länge dargestellt werden, indem eine führende Null vorangestellt wird. Bei Zahlen ungleicher Länge kann die kleinere Zahl ebenfalls durch voranstellen von Nullen auf gleiche Länge aufgefüllt werden. An der Laufzeitabschätzung unten ändert dies nichts. Ebenfalls unerheblich ist das betrachtete Stellenwertsystem.
Seien x und y dargestellt durch die Ziffernfolgen
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    und 
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Der Algorithmus teilt diese Ziffern nun in
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und [image: image8.png]


    sowie
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und [image: image10.png]



auf, so dass sich diese auch Darstellen lassen mit
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     und 

[image: image12.png]y=yn-b"+u



, 
wobei b die Basis des verwendeten Stellenwertsystems ist.
Im Folgenden werden wir nun versuchen die Multiplikation von x und y in eine andere, schneller berechenbare Form zu bringen. Ausmultiplizieren ergibt zunächst
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Genauso erhält man auch
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. 
In vorangegangene Gleichung eingesetzt ergibt sich nun
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. 
Man erkennt, dass im Wesentlichen nur noch die drei Produkte
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rekursiv berechnet und - mittels einfachen Verschiebe- und Additionsoperationen - verknüpft werden müssen zu
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. 

4. Zahlen-Beispiel

Als Beispiel seien die beiden Zahlen

x = 84 232 332 233     und

y = 1 532 664 392                  gegeben.

Gemäß obiger Erläuterung stellen wir diesen Zahlen noch ausreichend Nullen voran, dass heißt wir setzen 

x = 084 232 332 233    und
y = 001 532 664 392.      

Wir haben  nun zwei natürliche Zahlen der Länge 12, das heißt n = 6. Diese beiden Zahlen können wir nun zerlegen in 

xh  = 084 232    und      xt  = 332 233  sowie
yh  = 001 532    und      yt  = 664 392.

Es gilt

x = xh ∙ 106  +  xt  =  084 232 ∙106 + 332 233  und
y = yh ∙ 106  +  yt   =  001 532  106 + 664 392.

Wir bilden zunächst die Produkte 

P1  =  xh yh  = 084 232 ∙ 001 532 = 000 129 043 424   und
P2  =  xt yt  = 332 233 ∙ 664 392 = 220 732 947 336.

Zuletzt bestimmen wir noch

P3 = (  xh  +     xt  ) ∙ (  yt  + yh  ) = 
(  084 232 + 332 233 ) ∙ ( 001 532 + 664 392 ) = 416 465 ∙ 665 924 = 277 334 038 660.

Der Algorithmus würde nun die Produkte P1,P2 und P3 rekursiv bestimmen. Es gilt nun das Ergebnis gemäß obiger Formel zusammenzusetzen:

x ∙ y         =           P1  ∙ 1012 + (P3  -  P1 -   P2  ) ∙ 106 + P2

    =          000 129 043 424 ∙ 1012  



+ ( 227 334 038 660 – 000 129 043 424 – 220 732 947 336 ) ∙ 106


+   220 732 947 336


    =       1 290 998 963 ∙ 1020
� Iterativ: Die Iteration (von lateinisch iterare, "wiederholen") ist ein Begriff aus der Mathematik und bezeichnet eine Methode, sich der Lösung eines Rechenproblems schrittweise, aber zielgerichtet anzunähern. Sie besteht in der wiederholten Anwendung desselben Rechenverfahrens. 


� Distributivgesetzte: Die Distributivgesetze (lat. distribuere „verteilen“), auf Deutsch Verteilungsgesetze, sind mathematische Regeln und geben an, wie sich zwei zweistellige Verknüpfungen, zum Beispiel Multiplikation (� INCLUDEPICTURE "http://upload.wikimedia.org/math/3/6/f/36f8ae4c86b69d52d037a6802d91cc4a.png" \* MERGEFORMATINET ���) und Addition (+), bei der Auflösung von Klammern zueinander verhalten. Man unterscheidet zwischen linksdistributiven und rechtsdistributiven Verknüpfungen:


� INCLUDEPICTURE "http://upload.wikimedia.org/math/3/0/3/303734a4a118641fe7d3c8b783484772.png" \* MERGEFORMATINET ���(linksdistributiv)


� INCLUDEPICTURE "http://upload.wikimedia.org/math/d/a/f/daffeccc9dadcdb6cb09d7760fa595cd.png" \* MERGEFORMATINET ���(rechtsdistributiv)


Ist die „übergeordnete“ Verknüpfung, in diesem Fall die Multiplikation, kommutativ  so kann man aus der Linksdistributivität auch die Rechtsdistributivität folgern und umgekehrt.


Die Distributivgesetze gehören zu den Axiomen für Ringe und Körper. Beispiele für Strukturen, in denen zwei Funktionen sich gegenseitig zueinander distributiv verhalten, sind Boolesche Algebren, wie die Algebra der Mengen oder die Schaltalgebra.


Das Distributivgesetz kann man auch folgendermaßen in Worte fassen:


Eine Summe (Differenz) wird summandenweise multipliziert respektive dividiert. Das heißt:


Eine Summe kann multipliziert (dividiert) werden, indem man jeden Summanden multipliziert (dividiert).





� Rekursion, auch Rekurrenz oder Rekursivität, bedeutet Selbstbezüglichkeit (von lateinisch recurrere = zurücklaufen). Sie tritt immer dann auf, wenn etwas auf sich selbst verweist. Ein rekursives Element muss nicht immer direkt auf sich selbst verweisen (direkte Rekursion), eine Rekursion kann auch über mehrere Zwischenschritte entstehen. �


� im Gegensatz zum Schulverfahren sind hier allerdings auch negative Zahlen im Spiel, d.h., wir brauchen auch eine Subtraktionstabelle. Außerdem benötigen wir nun vier Additionen, statt einer Addition von Zahlen der Länge n. 


� (Genau ist n = [ logBz + 1 ]. Zu rFoor-Funktion [x] s. S. 65. Verwenden wir log ohne Angabe der Basis, so ist die Basis beliebig. In der diskreten Mathematik wird meist die Basis 2 verwendet. 
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