
Rollen zonder glijden
versie voor de leerkracht

1 Trochöıden en cyclöıden

Een trochöıde is een kromme die wordt beschreven door een punt A dat zich op
een bepaalde afstand d bevindt van het middelpunt M van een cirkel met straal r
die rolt zonder glijden over een rechte.
Ligt het punt A buiten de cirkel, m.a.w. d > r, dan ziet de trochöıde er als volgt
uit.

Ligt het punt A binnen de cirkel, m.a.w. d < r, dan krijgen we onderstaande vorm.

Valt het punt A samen met een punt P op de cirkelomtrek, m.a.w. d = r, dan
spreekt men van een cyclöıde.
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2 Hypo- en epitrochöıden, hypo- en epicyclöıden

Als de cirkel niet over een rechte maar rond de binnenrand van een andere cirkel
draait zonder glijden, dan spreekt men over een hypotrochöıde. Draait de cirkel
rond de buitenrand van een andere cirkel, dan noemt men de bekomen kromme
een epitrochöıde. Worden de krommen beschreven door een punt dat zich op de
omtrek van de bewegende cirkel bevindt, dan spreekt men respectievelijk over een
hypocyclöıde en een epicyclöıde.
Dergelijke krommen kunnen worden getekend met een spirograaf. Een spirograaf
is een tekeninstrument dat wordt gebruikt om geometrische patronen te tekenen.
Het bestaat uit een set ronde schijven met tandwielen en eventueel een aantal
andere voorwerpen, zoals ringen, driehoeken, latten, ... ook voorzien van tandwie-
len. De ronde schijven kunnen met behulp van de tandwielen rollen zonder glijden
binnen of buiten andere ringen of andere voorwerpen. In de rollende schijven bevin-
den zich verschillende gaatjes waardoor een potlood of pen kan worden gestoken.
Door de stralen van de schijven en de positie van het potlood d.m.v. de gaatjes te
variëren kunnen tal van patronen worden getekend.
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De spirograaf werd ontwikkeld als ontwerphulpmiddel door de Engelse werktuig-
bouwkunige Denys Fisher (1918 - 2002) en voor het eerst verkocht in 1965. De
naam ‘Spirograph’ is een geregistreerd handelsmerk van de firma Hasbro. In de
speelgoedwinkel zijn verschillende uitvoeringen van een spirograaf te koop.
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Een eerste versie van een spirograaf werd uitgevonden in 1827 door de Engelse
architect en ingenieur Peter Hubert Desvignes. Hij ontwierp zijn ‘Speiragraph’,
een instrument om spiralen te tekenen, met als doel patronen te tekenen voor
bankbiljetten om het vervalsen ervan te voorkomen.

De Poolse wiskundige Bruno Abakanowicz vond de spirograaf uit tussen 1881 en
1900 en gebruikte het instrument om oppervlaktes begrensd door krommen te
berekenen.

3 Zelf een spirograaf maken

3.1 Wondergraph

In 1913 verscheen een artikel in ‘Boys Mechanic’ over hoe zelf een ‘Wondergraph’
te maken.
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Het artikel omvat de volledige beschrijving van de constructie van een Wonder-
graph, zodat het instrument kan worden nagemaakt. Zie bijlage. Het resultaat ziet
er ongeveer als volgt uit.
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Na het maken van een dergelijke Wondergrap kan als onderzoeksopdracht gegeven
worden om te verklaren waarom deze Wondergraph analoge soorten krommen kan
tekenen als een spirograaf.

3.2 Met Lego

Een volledige beschrijving voor het maken van een spirograaf met Lego vind je
hier: http://jkbrickworks.com/simple-drawing-machine/.
Bestellen van losse blokjes kan m.b.v. www.bricklink.com.
Ook hier kan als onderzoeksopdracht gevraagd worden na te gaan hoe en waarom
via de tandwielenconstructie en in lengte verstelbare armen verschillende soorten
krommen kunnen worden getekend.
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3.3 Een spirograafset kopen

Een derde optie is een spirograaf kopen in een speelgoedwinkel. Er zijn meerdere
versies verkrijgbaar waarbij meer of minder materiaal in de doos zit.

3.4 Werking spirograaf simuleren met Geogebra

Construeren van hypotrochöıden en epitrochöıden kan ook met Geogebra. Zie: hy-
potrochöıde.ggb en epitrochöıde.ggb.
Door de waarde voor θ̂ te veranderen m.b.v. de schuifknop, draait een cirkel zonder
glijden rond binnen een grotere cirkel, resp. buiten een andere cirkel. Het spoor van
een punt P op de bewegende cirkel wordt getekend. Met schuifknoppen kunnen de
waarden voor de stralen van de cirkels, alsook de plaats van het punt P t.o.v. de
ronddraaiende cirkel veranderd worden.
Door de meetkundige plaats van het punt P te laten tekenen door Geogebra, wordt
de kromme getoond.
De opbouw van de krommen steunt op parametervoorstellingen.
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Een mogelijke onderzoeksopdracht voor leerlingen is een parametervoorstelling op-
stellen en zelf zo’n Geogebrabestanden maken.
De parametervoorstellingen en het opstellen ervan staan in bijlage.
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4 Opdrachten

Onderstaande opdrachten kunnen worden opgelost m.b.v. een zelf gemaakte of
gekochte spirograafset of m.b.v. het Geogebrabestand hypotrochöıde.ggb. We be-
schouwen het geval waarbij een cirkel draait zonder glijden binnen een grotere cir-
kel. Een punt P op de bewegende cirkel beschrijft tijdens de beweging een kromme.

We noemen

• de vaste cirkel het circuit,
• de bewegende cirkel het draaiwiel,
• R de straal van het circuit,
• r de straal van het draaiwiel,
• A de omtrek van het circuit,
• a de omtrek van het draaiwiel,
• θ de rotatiehoek, uitgedrukt in radialen, van het draaiwiel t.o.v. de begin-

stand,
• p de afstand van het punt P tot M , het middelpunt van het draaiwiel.

De beginsituatie (θ = 0) ziet er bv. als volgt uit.
R = 5

r = 2

θ = 0

p = 1.5

PMO

Door in het Geogebrabestand hypotrochöıde.ggb m.b.v. de schuifknoppen na ge-
kozen waarden voor R,r en p de waarde voor θ̂ te variëren wordt de kromme
beschreven door het punt P getekend. Het spoor van het punt P verdwijnt door
het beeld te vernieuwen. Door de animatie voor de schuifknop θ aan te zetten
wordt de kromme volledig getekend. Ook m.b.v. het aanvinkvakje ‘toon kromme’
kan de hypotrochöıde worden getoond.
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4.1 Oefening 1: hypocyclöıden

We bekijken de beweging van een punt P op de omtrek van het draaiwiel, m.a.w.
we nemen p = r. Kies circuit en draaiwiel zodat de omtrek van het circuit viermaal
zo groot is als de omtrek van het draaiwiel. Teken de bijbehorende kromme.
Voor wie werkt met een gekochte spirograafset, geldt het aantal tandjes van een
tandwiel als maat voor de omtrek van dit wiel.

1. Hoe verhouden zich de stralen van circuit en draaiwiel?
2. Hoeveel keer raakt P het circuit als het draaiwiel eenmaal binnen het circuit

ronddraait?
3. Verander de straal van het draaiwiel zodat de straal van het circuit een

geheel veelvoud blijft van de straal van het draaiwiel. Teken bijbehorende
krommen. Wat stel je vast?

4. Beschrijf de vorm van de kromme als de straal van het circuit n keer zo groot
is als de straal van het draaiwiel.

5. Hoe ziet de kromme er uit voor n = 2?
6. Beschouw op een cirkel met straal 6 en op een cirkel met straal 8 even lange

bogen. Hoe verhouden zich groottes van de bijbehorende middelpuntshoe-
ken?

7. Beschouw op twee cirkels even lange bogen met middelpuntshoeken θ1 = π
5

en θ2 = π
7
. Hoe verhouden zich de stralen van deze cirkels?

Antwoorden

1.
2πR

2πr
= 4⇒ R

r
= 4

2. 4 maal

3. P raakt n keer het circuit als
R

r
= n

4. n-puntige ster
5. een lijnstuk

6. r1θ1 = r2θ2 ⇒
θ1
θ2

=
r2
r1

7.
r1
r2

=
θ2
θ2

=
5

7
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4.2 Oefening 2: hypotrochöıden

We onderzoeken de gevallen waarbij het punt P zich binnen of buiten het draaiwiel
bevindt, m.a.w. p < r of p > r.

1. Een hypocyclöıde met n = 4 wordt een aströıde genoemd. Teken een aströıde.
Verklein p. Hoe verandert de vorm van de kromme? Bekijk ook het geval
waarbij p groter dan r wordt. Wat stel je vast?

2. In volgende figuur geldt n = 3 en p < r.

(a) Vergelijk de draairichtingen van het draaiwiel t.o.v. het circuit en van
het draaiwiel t.o.v. zijn eigen as. Conclusie?

(b) Duid op de figuur de middelpuntshoeken aan waarover het draaiwiel in
het circuit (θ̂1) en waarover het punt P binnen het draaiwiel (θ̂2) zijn
gedraaid t.o.v. de beginsituatie . Hoe verhouden zich de groottes van
deze middelpuntshoeken?

3. Duid in volgende figuur de plaats van het punt P op het draaiwiel aan. Het
rode punt geeft de startpositie van het punt P aan.
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Antwoorden

1. als p verkleint, worden de toppen van de 4-puntige ster ronder, als p > r dan
maakt het punt P lusvormige bewegingen aan de toppen

2. (a) tegengestelde draairichtingen
(b) R = 3r ⇒ θ2 = 3θ1, θ1 = 65◦, θ2 = 195◦

3. oplossing: R = 4r, θ1 = 117◦, θ2 = 108◦
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4.3 Oefening 3: toppen en toeren

Definities

• Toppen zijn punten van de kromme waarvoor de afstand tot het middelpunt
van het circuit het grootst is.

• Het draaiwiel heeft één toer gemaakt als het contactpunt van het draaiwiel
en het circuit voor het eerst weer op dezelfde plaats is als in het begin en
daar in dezelfde richting beweegt.

Opgaven

1. Teken met Geogebra een hypotrochöıde waarvoor R = 5, r = 2 en p = 1, 5
of kies wielen van een spirograafset waarvoor de omtrek van het vaste wiel
2,5 keer zo groot is als de omtrek van het kleine wiel en plaats je pen in een
gaatje van het draaiwiel.
(a) Hoeveel toppen heeft deze kromme?
(b) Hoeveel toeren van het draaiwiel zijn er nodig om de kromme te sluiten?
(c) Geef R, r en p andere waarden zonder dat het aantal toppen en het

aantal toeren verandert. Noteer twee voorbeelden.
(d) Heeft de waarde van p invloed op het aantal toppen of toeren? Verklaar.
(e) Geef de onderlinge ligging van O, M en P als het bewegend punt P het

verst verwijderd is van het middelpunt O van het circuit, m.a.w. als P
een top bereikt?

(f) Geef de onderlinge ligging van O, M en P als het bewegend punt P het
dichtst komt te liggen bij het middelpunt van het circuit?

(g) Onderzoek de invloed van p op de vorm van de kromme als r en R
constant blijven.

(h) Verander R, r en p zodat er meer of minder toppen zijn. Noteer twee
voorbeelden.

(i) Wordt elke kromme op een bepaald moment gesloten? Verklaar je ant-
woord.

2. Noem T het aantal toppen en t het aantal toeren dat het draaiwiel maakt
totdat de kromme sluit. Zoek het verband tussen R, r, T, t, A, a. Ter herin-
nering: A is de omtrek van het circuit en a is de omtrek van het draaiwiel.

3. Zoek een formule voor de berekening van het aantal toppen T als R en r of
A en a gegeven natuurlijke getallen zijn.

4. Zoek een formule voor de berekening van het aantal toeren t als R en r of A
en a gegeven natuurlijke getallen zijn.
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5. Bepaal de verhouding A
a

van volgende hypotrochöıde.
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6. Bepaal voor volgende hypotrochöıden R,r en p. Voor de eerste en tweede
figuur geldt dat p < R− r, in de derde en laatste figuur is p > R− r.
Teken telkens het circuit. Teken ook het draaiwiel in startpositie.
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7. Volgende hypotrichöıden zijn getekend met een spirograafset. Het circuit telt
96 tandjes. De doos bevat draaiwielen met 30, 40, 45, 52, 60 en 80 tandjes.
Kan je achterhalen met welke draaiwielen volgende figuren zijn gemaakt?
Bepaal ook de plaats van de pen t.o.v. het draaiwiel.
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Antwoorden

1. (a) 5 toppen
(b) 2 toeren
(c) bv. R = 6, r = 2, 4, p = 1, 5 en R = 4, r = 1, 6, p = 1, 2
(d) nee, het punt P is immers vast verbonden met het draaiwiel
(e) als P een top bereikt, zijn O,M en P colineair
(f) ook als P het dichtst bij O komt te liggen, zijn O,M en P colineair
(g) als p = R− r dan gaat het bewegend punt P tussen elke 2 toppen door

het middelpunt O van het circuit; als p < R− r dan worden de punten
A van de kromme op minimale afstand van O bereikt tussen O en M ,
dus A ∈ [OM ], als p > R− r dan worden de punten A van de kromme
op minimale afstand van O bereikt als O ∈ [AM ]

(h) bv. R = 6, r = 4, 4, p = 2 en R = 5, r = 2, 7, p = 3
(i) ja, de verhouding van de omtrekken van circuit en draaiwiel is een

rationaal getal

2. A.t = a.T ⇒ T

t
=
A

a
, waardoor ook

T

t
=
R

r

3. T =
kgv(A, a)

a
=
kgv(R, r)

r

4. t =
kgv(A, a)

A
=
kgv(R, r)

R

5. T = 7, t = 3, dus
A

a
=

7

3
6. De afstanden op de figuren zijn bij benadering gemeten in cm.

(a) T = 9, t = 5, dus
R

r
=

9

5
, maximale afstand |OP | = R − r + p = 5, 6,

minimale afstand |OP | = R− r−p = 0, 4, hieruit volgt R− r = 3; men
kan dan berekenen dat r = 3, 75, R = 6, 5 en p = 2, 85
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(b) T = 4, t = 3, dus
R

r
=

4

3
, maximale afstand |OP | = R − r + p = 2, 4,

minimale afstand |OP | = R − r − p = 0, 4, hieruit volgt R − r = 2, 8;
men kan dan berekenen dat r = 4, 2, R = 5, 6 en p = 1

(c) T = 7, t = 4, dus
R

r
=

7

4
, maximale afstand |OP | = R − r + p = 6, 8,

minimale afstand |OP | = p− (R− r) = 2, hieruit volgt p = 4, 4 en dus
R− r = 2, 4; men kan dan berekenen dat r = 3, 2 en R = 5, 6
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(d) T = 4, t = 1, dus
R

r
= 4, maximale afstand |OP | = R − r + p = 6, 6,

hier is R − r = p, hieruit volgt p = 3, 3; men kan dan berekenen dat
r = 1, 1 en R = 4, 4
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(e) T = 4, t = 3, dus
R

r
=

4

3
, maximale afstand |OP | = R − r + p = 3, 8,

minimale afstand |OP | = p− (R − r) = 0, 5, hieruit volgt p = 2, 15 en
dus R− r = 1, 65; men kan dan berekenen dat r = 4, 95 en R = 6, 6
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7. (a) T = 12, t = 5 en dus a =
96.5

12
= 40 tandjes

(b) T = 8, t = 5 en dus a =
96.8

12
= 60 tandjes

(c) T = 6, t = 5 en dus a =
96.5

6
= 80 tandjes

Tania Van Damme
STEM lerarendag 30/01/18 | Universiteit Gent

25



5 Onderzoeksopdracht

Onderzoek de situatie waarbij het draaiwiel aan de buitenkant van het circuit rolt
zonder glijden. De bekomen krommen worden epitrochöıden genoemd. Hiervoor
kan het Geogebrabestand epitrochöıde.ggb worden gebruikt.
Gelden zelfde verbanden en conclusies als bij hypotrochöıden?
Is er een link tussen epi- en hypotrochöıden?
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6 Bijlagen

6.1 Parametervoorstelling opstellen voor een hypotrochöıde

T.o.v. de beginsituatie

PMO

is {
x = (R− r) cos θ + p cos((R

r
− 1)θ)

y = (R− r) sin θ − p sin((R
r
− 1)θ)

de parametervoorstelling voor een hypotrochöıde met R de straal van de vaste
cirkel, r de straal van de bewegende cirkel en p de afstand van een punt P vast-
gemaakt aan de bewegende cirkel tot het middelpunt M van die cirkel, θ de hoek
(in radialen) waarover de bewegende cirkel is gedraaid in tegenwijzerszin binnen
de vaste cirkel t.o.v. de beginpositie.
Bewijs:
Noem α de hoek (in radialen) waarover [MP is gedraaid t.o.v. de beginpositie.
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θ

θ

α

P

M

O

A

B D

Er geldt:

|OM | = |OA| − |MA| = R− r
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waardoor de coördinaat van M luidt:

M((R− r) cos θ, (R− r) sin θ)

Bovendien geldt dat door het rollen t.o.v. de beginsituatie de lengte van de boog
AD gelijk is aan de lengte van de boog AB waardoor:

Rθ = r(θ + α)

⇔ α =
Rθ − rθ

r

⇔ α = (
R

r
− 1)θ

Voor de coördinaat van het punt P vinden we hierdoor:{
x = (R− r) cos θ + p cosα)

y = (R− r) sin θ − p sinα)

m{
x = (R− r) cos θ + p cos((R

r
− 1)θ)

y = (R− r) sin θ − p sin((R
r
− 1)θ)

6.2 Parametervoorstelling opstellen voor een epitrochöıde

T.o.v. de beginsituatie
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MP

O

is {
x = (R + r) cos θ + p cos((R

r
+ 1)θ)

y = (R + r) sin θ − p sin((R
r

+ 1)θ)

de parametervoorstelling voor een epitrochöıde met R de straal van de vaste cirkel,
r de straal van de bewegende cirkel en p de afstand van een punt P vastgemaakt aan
de bewegende cirkel tot het middelpunt M van die cirkel, θ de hoek (in radialen)
waarover de bewegende cirkel is gedraaid in tegenwijzerszin binnen de vaste cirkel
t.o.v. de beginpositie.
Het bewijs verloopt analoog aan het bewijs voor de parametervoorstelling van een
hypotrochöıde.

6.3 Uittreksel The Boy Mechanic book I - How to make a
Wondergraph
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1 Trochöıden en cyclöıden 1
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6.3 Uittreksel The Boy Mechanic book I - How to make a

Wondergraph 30

Tania Van Damme
STEM lerarendag 30/01/18 | Universiteit Gent

36


	 Trochoïden en cycloïden
	 Hypo- en epitrochoïden, hypo- en epicycloïden
	 Zelf een spirograaf maken
	 Wondergraph
	 Met Lego
	 Een spirograafset kopen
	 Werking spirograaf simuleren met Geogebra

	 Opdrachten
	 Oefening 1: hypocycloïden
	 Oefening 2: hypotrochoïden
	 Oefening 3: toppen en toeren

	 Onderzoeksopdracht
	 Bijlagen
	 Parametervoorstelling opstellen voor een hypotrochoïde
	 Parametervoorstelling opstellen voor een epitrochoïde
	 Uittreksel The Boy Mechanic book I - How to make a Wondergraph


