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FEin Hauptziel der Beweistheorie besteht darin, die Grenzen der Beweiskraft mathematischer Theorien zu klas-
sifizieren. Die hierbei auftretenden Phaseniiberginge von Beweisbarkeit zu Unbeweisbarkeit sind sowohl aus
grundlagentheoretischer als auch aus mathematischer Sicht interessant. Es ist hochst tiiberraschend, dass bei die-
sen Untersuchungen Methoden aus der analytischen Zahlentheorie, der kombinatorischen Wahrscheinlichkeits-
theorie, der komplexen Analysis und der Ramseytheorie zum Finsatz kommen. Wir erldutern das zugrundelie-
gende Forschungsprogramm, das wir auf der DMV-Tagung 2004 in zwei Vortrigen' vorstellten, exemplarisch

an einigen Beispielen und geben einige Ausblicke.

1 Phaseniiberginge und der
Godelsche Unvollstindigkeitssatz

Das Phidnomen des Phaseniibergangs ist vor allem
bekannt aus der statistischen Physik [4], aber auch
aus der Theorie der Perkolation [12], der Theorie der
Zufallsgraphen [1] und Untersuchungen zum Erfiill-
barkeitsproblem [5]. Uberraschende Querverbindun-
gen dieser Gebiete untereinander wurden kiirzlich in
[18] diskutiert.

In diesem Artikel behandeln wir Phaseniibergénge im
Kontext der Godelschen Unvollstindigkeitssiitze [10]
und daraus resultierende Anwendungen auf die aus
der Kombinatorik bekannte [11] Ramseyfunktion.

Der Godelsche Unvollstéandigkeitssatz besagt verein-
facht gesagt, dass zu jedem halbwegs verniinftigen
mathematischen System, dass die Peanoaxiome er-
weitert, eine Aussage A existiert, so dass A wahr ist,
aber in dem System nicht beweisbar ist.

Fiir mathematisch relevante Aussagen A ist die resul-
tierende Instanz des Godelschen Satzes von besonde-
rem Interesse. Herausragende Beispiele sind hier ei-
nige Resultate, die auf G. Gentzen [8], J. Paris &
L. Harrington [20] und H. Friedman [24] zuriickge-
hen. Diese wurden zum Teil von Gina Kolata in ih-
rem Science-Beitrag ,,Does Godel’s theorem matter
to mathematics®* [15] ausfiihrlich besprochen und wir
werden in der Folge noch ausfiihrlicher auf diese zu-
riickkommen.

Um den Kontext zu fixieren, wollen wir die Peano-
axiome PA kurz erliutern. Die Axiome von PA sind
so gewahlt, dass moglichst jede in den natiirlichen
Zahlen wahre Aussage aus den Axiomen von PA fol-
gen sollte. Die Sprache von PA enthélt eine Kon-
stante 0 fiir die natiirliche Zahl Null, ein Funkti-
onszeichen S fiir die Nachfolgerfunktion, und die
Funktionssymbole +, - fiir Addition und Multiplika-
tion, sowie ein Relationszeichen P, das zur implizi-
ten Quantifikation iiber beliebige Teilmengen von na-
tirlichen Zahlen verwendet wird. (Das Relationszei-
chen P spielt zunichst keine Rolle und wird ledig-

lich in Abschnitt 3 zur Formulierung der transfiniten
Induktion verwendet.) Die mathematischen Axiome
von PA beschreiben elementare Eigenschaften von
0,5, +,-. Wesentlich ist, dass PA auch das Schema
der vollstédndigen Induktion fiir jede Formel ¢ in der
Sprache von PA enthilt:

P(0)&(Va)[p(z) = ¢z +1)] = (Vr)p(z)

Wir sagen, dass eine Aussage A aus PA folgt, bzw. in
PA beweisbar ist, wenn A in allen Modellen von PA
gilt. (Dies ist véllig analog zur iiblichen Mathematik.
Eine Aussage A folgt aus den Axiomen der Gruppen-
theorie, wenn A in allen Gruppen gilt.) Das Axiomen-
system PA ist relativ stark und es wurde gezeigt, dass
sich grofle Teile der abzédhlbaren Mathematik in PA
entwickeln lassen [25].

Zur FEinfithrung des Phaseniibergangs fiir Instanzen
des Godelschen Satzes angewendet auf die Peano-
axiome PA nehmen wir an, dass wir eine Aussage
A aus der Sprache von PA vorliegen haben, die von
einem Parameter r € Q (auf den man in PA via Ko-
dierung ohne weiteres Bezug nehmen kann) abhéngt,
so dass A(r) fiir kleine r in PA beweisbar und fiir
grofie r in PA unbeweisbar ist. Zudem sei A in die-
ser Hinsicht monoton, d.h. falls A(r) beweisbar ist
und s < r so ist auch A(s) beweisbar. Daraus folgt
auch, dass A(s) unbeweisbar ist, falls s > r und A(r)
unbeweisbar ist. Eine Klassifikation des Phaseniiber-
gangs besteht in der Berechnung des Infimums der
Menge aller r € Q mit PA beweist A(r). Falls diese
Berechnung nicht moglich ist, versucht man Zahlen
a,b zu finden, so dass A(r) fiir r < a beweisbar und
fir r > b unbeweisbar ist und a,b geringen Abstand
haben. Hier heiBe ]a, b] dann Ubergangsintervall.

Wir werden spéter ein Beispiel angeben, wo der Pha-
seniibergang exakt klassifizierbar ist. Ohne ins Detail
zu gehen, wollen wir anmerken, dass es moglich ist,
Aussagen A zu finden bei denen das Ubergangsinter-
vall von zahlentheoretischen Hypothesen, wie etwa
der abc-Vermutung und der Riemannschen Vermu-
tung abhéngen. In diesem Falle gibt es relle Zahlen

1 Uberraschende Zusammenhinge zwischen den Godelschen Sétzen und analytischer Zahlentheorie, Sektion Zahlentheorie; sowie:
Analytische Kombinatorik des Transfiniten, Sektion Logik und Theoretische Informatik
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a < a < b < b so dass |a,b] ohne weitere Hypo-
thesen das Ubergangsintervall fiir A ist und so dass
etwa unter der Riemannschen Vermutung |a’,b'[ in
nichttrivialer Weise das Ubergangsintervall fiir A ist.
Resultate dieser Art konnen verwendet werden, um
mit Mitteln der Logik unbewiesene Vermutungen aus
der Zahlentheorie zu widerlegen. Vielleicht ergibt sich
hiermit ein Zugang zu Vermutungen wie der Cramer-
schen Vermutung {iber die Primzahldichte. Diese Ver-
mutung, die im Gegensatz zur Riemannschen Vermu-
tung vielfach bezweifelt wird, besagt, dass

lim sup Pn+1 — Pn _
n—oo  (log(pn))?

Etwas allgemeiner kann man den Phasentibergang fiir
Aussagen A studieren, die von einem Funktionspara-
meter abhéngen. Dabei geht man von der Situation
aus, dass fiir sehr langsam wachsende F' die Aussa-
ge A(F) beweisbar und fiir schneller wachsende F' die
Aussage A(F) unbeweisbar ist. Hier besteht das Klas-
sifikationsproblem in dem Auffinden einer Schwellen-
wertfunktion fiir die Beweisbarkeit von A(F). Wie
vorher nehmen wir an, dass A(F') in geeigneter Wei-
se monoton in F' ist.

In Analogie zur statistischen Mechanik stellt sich hier
die Frage nach Universalitit und Renormalisation.
Es zeigt sich, dass in vielen Beispielen die Schwellen-
wertfunktion einer recht simpel definierten Skala ent-
stammt und dass die Schwellenwertfunktion oft stabil
unter Reskalierungen ist.

Wir halten es ferner fiir ein interessantes Problem,
Beziehungen zwischen den von uns betrachteten Pha-
seniibergéingen und dem Kohlenbachschen proof mi-
ning [14] herzustellen. Hier erwarten wir weitere in-
teressante Anwendungen der Logik in der Mathema-
tik.

2 Phaseniiberginge fiir Kruskals Satz

Um den Kruskalschen Satz zu diskutieren, legen wir
zunéchst den Kontext fest. Ein endlicher Baum B ist
eine endliche partielle Ordnung (B, <g), so dass fiir
jedesb € B die Menge {b' € B : V' <p b} durch <p li-
near (total) geordnet ist und so dass B ein Minimum,
die Wurzel, besitzt. Zu zwei Knoten b, 1 € B existiert
dann ein Infimum, das wir mit bAgb’ bezeichnen. Wir
sagen, dass ein Baum B in einen Baum B’ einbettbar
ist und schreiben B < B’, falls es eine injektive Funk-
tion h : B — B’ gibt mit h(bAgb') = h(b) A h(D)
fiir alle b, b’ € B. Zum Beispiel gilt:

L .

Kruskals Satz besagt, dass fiir jede unendliche Folge
(B;)22,, von endlichen Béumen zwei natiirliche Zahlen
1,7 existieren mit ¢ < j und B; < B;.

Wir bezeichnen die Kardinalitit eines endlichen Bau-
mes, d. h. die Anzahl seiner Knoten, mit |B|. Mittels
eines Kompaktheitsarguments erhélt man aus Krus-
kals Satz eine Aussage iiber endliche Folgen natiirli-
cher Bdume. Fiir ' : N — N sei FKT(F) die Aus-
sage: Zu jedem K € N existiert M € N, so dass
fir jede Folge (B;)M, von endlichen Biumen mit
(Vi < M)[|B;| < K + F(4)] Indizes i,j € N existieren
mit ¢ < j und B; 4 B;.

Friedman zeigte, dass FKT (id) nicht aus PA folgt. (id
bezeichne hierbei die Identitét.) Andererseits zeigt
ein Zahlargument, dass fiir konstante Funktionen F
mit Wert ¢ die Aussage FKT(F) sehr wohl aus PA
folgt. Fiir die Schwellenwertfunktion S zu FKT gilt
daher ¢ < S(i) < fiir alle bis auf endlich viele i € N.
(Hierbei gehen wir stillschweigend davon aus, dass
wir lediglich schwach wachsende Schwellenwertfunk-
tionen betrachten wollen.)

Dieses Resultat konnte in der Folge durch ein Er-
gebnis von Jifi Matousek und Martin Loebl deutlich
verbessert verbessert werden. Mit |i| bezeichnen wir
die binéire Lange von ¢ und wir setzen F, (i) := a- |].
Matousek und Loebl [17] zeigten, dass fiir o < 3 die
Aussage FKT(F,,) aus PA folgt, aber dass fiir o > 4
die Aussage FKT(F,) in PA unbeweisbar ist.

Es ist in dieser Situation naheliegend, nach der
Schwellenwertfunktion (bzw. dem Schwellenwert fiir
a) zu fragen. Vollig iiberraschend ergibt sich folgen-
des Resultat [27]. Es sei

T(z) := Z ty - 2"
n=0
die Potenzreihe, fiir die
= T(2
T(z)=2z- exp(z ( ))

i=1

gilt.
Sei p der Konvergenzradius von 7', mit 1 > p > 0.
Setze
1
log,(p)”

Ist a < ¢, so folgt FKT(F,) aus PA und ist a > ¢, so
ist FKT(F,) in PA unbeweisbar.

Anscheinend ist damit eine vollstindige Klassifikati-
on gelungen. Man kann aber ohne weiteres versuchen,
den Phaseniibergang noch genauer zu skalieren. Setzt
man etwa Ggs(i) := ¢ |i] + 0 - |]i]], so konnte man
den Ubergang in Abhingigkeit von & untersuchen.
Es ist leicht zu sehen, dass fiir § < ¢ - % die Aus-
sage FKT(G5) in PA beweisbar ist. Es gibt gewisse
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Anhaltspunkte dafiir, dass fiir 6 > ¢- g die Aussage
FKT(Gs) in PA unbeweisbar ist.

3 Phaseniiberginge fiir g

In der naiven Mengenlehre benutzt man Ordinal-
zahlen zum Zihlen ins Transfinite. Die Ordinalzah-
len beginnen mit 0,1, 2,3, .... Nach unendlich vielen
Schritten erreicht man den ersten Limespunkt w und
man fahrt fort mit w + 1,w + 2,w + 3,.... Wir ge-
langen zu w?,w? w*, ... und schlieflich zu w*. Mit
mehr und mehr Aufwand gelangt man schliesslich zu
we” w“’ww ,.... Schliesslich erreicht man g als Limes
der Folge w,w®, w*” .. ..

Je weiter man auf diese Weise fortschreitet, desto ob-
skurer wird der zugrundeliegende Z#ahlprozess. Daher
erscheint es sinnvoll, den Prozess neu aufzurollen und
die Ordinalzahlen bis £y mathematisch préaziser zu
fassen, ohne auf Mengenlehre zuriickzugreifen. Die
gewiinschte Beschreibung gelingt mit Hardys Ord-
nungen des Transfiniten. Sie ist elementar und sollte
sogar Gymnasiasten einsichtig sein.

Sei £ die kleinste Menge von Funktionen f : N — N,
so dass

l.x—0€é,
2. Mit f,g € £ ist auch x — 2/*) + g(z) in €.

Zu f,g € & definieren wir f < ¢ falls es ein K € N
gibt mit f(m) < g(m) fir alle m > K, d.h. falls f
schlielich durch g majorisiert wird.

Sei k,, die Funktion x — n und sei w die Funktion
x +— x. Ferner seien +, - und Exponentiation auf £
durch punktweise Operation erkliart. Wir beobachten:
ko <kl <k<...<w<wt+k <wt+k<...<
WAw <. Rwtwtw<... <wkr < <wks <
o<W <0< w¥” < ... und man kann zeigen,
dass der Ordnungstypus von £ beziiglich < exakt ¢
ist. Daher kénnen wir €y, oder damit dquivalent den
Ordinalzahlabschnitt bis €p mit der Ordnung (&, <)
identifizieren.

Problemlos verifiziert man, dass (€, <) eine lineare
Ordnung ist. Zudem existieren zu f € & mit f # ko
eindeutig bestimmte f1, ..., f, mit f = w/t .. 4wl
und f, =< ... = fi. Wir schreiben in diesem Fall
f =~nr w/" + ...+ wl* und sprechen von einer Nor-
malform fiir f. Diesen Normalformsatz kann man be-
nutzen, um die Funktionen aus £ mit ihren Termdar-
stellungen zu identifizieren.

Die Ordnung (&, <) ist eine Wohlordnung, d.h. zu
jedem nichtleeren X C & existiert f € X, so dass
—g < f fur alle ¢ € X, oder dquivalent: Zu je-
der Funktion F' : N — & existiert ein ¢ € N mit
F(i) = F(i +1). Das folgt direkt aus dem Kruskal-
schen Satz oder einem Kompaktheitsargument (Ko-
nigs Lemma).

Die Ordinalzahl ¢, oder die Struktur (£, <), ist die
sogenannte beweistheoretische Ordinalzahl (fiir mehr
Hintergrundinformation siehe z. B. [23, 26, 22]) der
Peanoaxiome PA, die von Gentzen [8] ermittelt wur-
de.

Sei
TI(=,P):= (Vf(Vg < fP(g9)) — P(f)) = VfP(f).

Diese Aussage ist nach geeigneter Kodierung der
Funktionsterme aus £ in den natiirlichen Zahlen ei-
ne Aussage aus der Sprache von PA. Gentzen zeig-
te: Die Aussage TI(=,P) ist wahr aber unbeweis-
bar in PA. Préziser definieren wir eine Arithmeti-
sierung von &£ wie folgt: Es sei p; die i-te Primzahl
fir ¢ > 1. Sei NT := N\ {0}. Sei [ko| := 1 und
[f1:=prp1 - Preas falls f=np wh + ..+ wln,
Dann ist die Abbildung [-] eine Bijektion zwischen £
und NT und wir diirfen eine Ordnung, diese sei wie-
der mit < bezeichnet, auf N induzieren. Das Schema
TI(=,P) liest sich dann wie folgt:

TI(=,P):= (¥n € N")[(Vm < nP(m)) — P(n))]
— Vn € Nt P(n).

Die Ordinalzahl ey beschreibt einen ordinalzahltheo-
retischen Phaseniibergang fiir PA insofern, als PA fiir
jeden Anfangsabschnitt von gy die transfinite Induk-
tion beweist. Genauer beweist PA fiir jedes k € N
die Aussage:

Ym < k[(Vn < mP(n)) — P(m)] — Vm < kEP(m).

Wendet man auf TI(<,P) ein Kompaktheitsargu-
ment an so erhilt man fiir jede Funktion F': N — N
die folgende wahre Aussage FWO(F):

(VEK)@M)(Yma, . .., mar € NV)[(Vé < M)
(m[\ <K+ F(Z) — (37/ < M)ml < mi+1] .

Ein tiefliegendes Resultat, das im wesentlichen auf
Friedman [24] zuriickgeht, besagt, dass fiir F(i) = 2¢
die Aussage FWO(F') in PA unbeweisbar ist.

Es ist wiederum sehr natiirlich, nach dem Phasen-
iibergang fiir die Aussage FWO(F') zu fragen. Bei der
Losung des Problems zeigte es sich, dass man nahe-
zu zwingend auf Probleme der analytischen Zahlen-
theorie stoft. Speziell bendtigten wir asymptotische
Abschétzungen fiir die Funktion

Cm(n) :=#{l <m:[l] <n}.

Sei 01 := 3 = [w] und 0k41 := Py, so dass der Ord-
nungstyp von oy ein Exponentialturm von ws einer
Hohe k ist. Speziell gilt 5 = [w*]. Man erhilt die fol-
genden Grobabschétzungen fiir die analytische Kom-
binatorik des Transfiniten. (Fiir Hintergrundiforma-
tion hierzu verweisen wir auf [7, 16, 19, 21, 28, 30].)
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1. In(Cs(n)) ~ 7/ 200

3
_ In(n)
2. In(Co,p,(n) = @(ln(. .. (In@n(n)))...)
————
k mal
Fin in diesem Kontext naheliegendes Problem be-
steht darin, eine etwaige Konstante fiir schwache

3

) falls k£ > 1.

Asymptotik von In(C,, ,,) zu bestimmen: Es gibt ge-
wisse Anhaltspunkte fiir folgende Abschatzung:
w2 In(n)
1 o ~ 3
8(Corra () ~ G102y I, (n(n(n))) )
—_———
k mal

wobei k > 1.
Sei |i| wie zuvor die bindre Lénge von . Sei |i|, := ||
und |i], ., := [|i|,| und schliesslich log" (i) := min{d :

li|; < 2}. Kombiniert man logische Untersuchungen
mit den genannten zahlentheoretischen Abschétzun-
gen, so erhilt man folgendes Resultat {iber den Pha-
seniiberginge fiir FWO. Ist F(i) = 2/I?la| 50 ist die
Aussage FWO(F') in PA nicht beweisbar. Ist hinge-
gen F(i) = 2011987 5o beweist PA die Aussage
FWO(F).

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch ein
weiteres Problem schildern, auf das wir bei unseren
Untersuchungen gestoflen sind, und dass wir fiir sehr
natiirlich halten. Es ist bekannt, dass der Kontur-
prozess fiir geordnete Bdume auf die Brownsche Ex-
kursion fithrt [9]. Wir wiirden gerne wissen, von wel-
cher Art der Konturprozess fiir £ ist. Dieser hat aller
Voraussicht nach nicht die Markoveigenschaft und ist
vermutlich recht komplex.

2
Die Kontur zu w®™ + w? + w

4 Phaseniibergéinge in der
Ramseytheorie

Zur Diskussion von Ramseysétzen verwenden wir fol-
gende Standardterminologie [11]. Fir m € N sei
[m] := {1,...,m} und fiir eine Menge Y sei [Y]?
die Menge der d-elementigen Teilmengen von Y. Wir
schreiben ferner [m]? fiir [[m]]?. Der infinitire Satz
von Ramsey besagt, dass fiir alle d,c € N und zu
jeder Partition P : N — [¢] eine unendliche Teil-
menge Y C N existiert, so dass P | [Y]¢ konstant ist.

Mittels Kompaktheit erhéilt man den finiten Satz von
Ramsey: Fiir alle d, ¢, m € N existiert eine minimale
natiirliche Zahl R =: R%(m), so dass fiir alle Parti-
tionen P : [R]? — [c] eine Menge Y C [R] existiert
mit |Y| > m und so dass P | [Y]? konstant ist. Die
Asymptotik der Funktion RY ist in vielen Féllen noch
ungeklirt. Man weiss etwa, dass fiir die Funktion R3
folgende Abschétzungen gelten.

2m2(10g(m))2, const < Rg(m) < 22C0115t-m (1)

Es ist ein klassisches Erdds Problem (unseres Wis-
sens wurden 500% fiir eine Losung ausgelobt), ob R3
eine doppeltexponentielle untere Schranke besitzt.
Im Kontext der Ramseysétze ist es naheliegend zu
fragen, ob man die Beweisstérke des infinitdren Sat-
zes von Ramsey aus dem finiten irgendwie (etwa
durch Tteration) zuriickerhalten kann, ob der infini-
tdre bzw. finite Satz von Ramsey zu Unabhingig-
keitsresultaten fithrt und ob diese Untersuchungen
vielleicht etwas zum Studium der Funktion R? bei-
tragen konnen.

Zur Untersuchung dieser Fragen betrachten wir die
folgende Aussage PH(F): Fiir alle d, ¢, m existiert ei-
ne Zahl R =: RY(F)(m), so dass fiir alle Partitionen
P :[R]? — [] ein Y C [R] existiert mit P | [Y]? ist
konstant und |Y'| > max{m, F(min(Y")}.

Paris und Harrington [20] zeigten, dass die Aussage
PH(id) wahr, aber in PA unbeweisbar ist. Mit den
Schranken von Paul Erdés und Richard Rado fiir R?
[6] kann man leicht einsehen, dass fiir konstante Fun-
tionen F' die Aussage PH(F') in PA beweisbar ist.

Eine genaue Beschreibung des resultierenden Phasen-
iibergangs wiirde an dieser Stelle zu weit fithren, und
wir beschrinken uns auf eine grobe Approximation.
Es gilt (siehe z. B. [29]), dass fiir F'(¢) := log"(¢) die
Aussage PH(F') in PA beweisbar aber fiir jedes fe-
ste d € N und die Funktion F'(7) := |i|, die Aussage
PH(F') in PA unbeweisbar ist. Entsprechende Aussa-
gen gelten auch fiir die Fragmente von PA, in denen
die Induktionsaxiome eingeschrankt werden. Klassi-
fikationen der dann resultierenden Phaseniiberginge
basieren auf der sogenannten probabilistischen Me-
thode [31].

Ohne ins Detail gehen zu wollen, mochten wir fer-
ner anmerken, das man mit Methoden der Nichtstan-
dardmodelle von PA zeigen kann [2], dass geeigne-
te Iterationen des Paris-Harrington-Prinzips die Be-
weisstiirke des infinitdren Satzes von Ramsey errei-
chen. Analoge Eigenschaften und Phaseniibergéinge
erhélt man auch fiir den kanonischen Satz von Ram-
sey, den Satz von Ramsey fiir regressive Partitionen
und und weitere Varianten [3].

Zum Schluss werfen wir noch einen Blick auf den
Phaseniibergang fiir die Funktion R3(F), von dem
wir uns Fortschritte in der Ramseytheorie erhoffen.
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Ist € > 0 und F(i) = € - log,(4), so ist die Funktion
R3(F) nicht primitiv rekursiv beschrinkt, also von
gigantischem Wachstum. Ferner gibt es eine Kon-
stante C, so dass fiir F(i) := & - log,(logy (7)) gilt:
R3(F)(m) < 22°™. Bei Variation des Funktionspa-
rameters von doppelt logarithmisch nach einfach lo-
garithmisch findet also ein gigantischer Phaseniiber-
gang statt. Falls es geldnge, diesen exakt zu beschrei-
ben, erhielte man Anwendungen auf die Asymptotik
von Rj.

Zur Eingrenzung des Phaseniibergangs zeigt man zu-
néichst, dass fiir F(i) := (log,(i))2* die Funktion
R3(F) eine tripel-exponentielle untere Schranke be-
sitzt. Zudem verifiziert man fiir F(i) := (logy(i))3+<
die folgende Implikation:

Falls die Abschitzung R3(F)(m) > 2";3 fiir fast alle
m € N gilt, so gilt auch R3(m) > 2™ fiir fast alle
m € N.

Die Konklusion wiirde einen Fortschritt gegeniiber
der bekannten unteren Schranke aus (1) bedeuten.
Man kann ferner zeigen, dass sich auch Implikatio-
nen aus Phaseniibergangen fiir die Asymptotik ande-
rer Ramseyfunktionen — speziell RS — ergeben.
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