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Inleiding

De Mittag-Lefflerfunctie, gedefinieerd als

I'(ak +b)’

o0 k
Eqp(2) = Z % z € C, Re(a) >0, beC,
k=0

vormt een natuurlijke uitbreiding van de exponentiéle functie e*. De Mittag-Lefflerfunctie omvat
heel wat belangrijke functies als bijzondere gevallen, zoals de exponentiéle functie, de hyperbo-
lische sinus en cosinus en de errorfunctie. De Mittag-Lefflerfunctie speelt een fundamentele rol
in het oplossen van fractionele differentiaalvergelijkingen, net zoals de exponentiéle functie bij de
klassieke differentiaalvergelijkingen. Een belangrijk voorbeeld zijn de fractionele diffusievergelij-
kingen, waar de oplossingen expliciet kunnen beschreven worden met de Mittag-Lefflerfunctie.

In deze bachelorproef zullen we de Mittag-Lefflerfunctie analytisch bestuderen en cruciale resulta-
ten voor het regulariteitsonderzoek van oplossingen van fractionele diffussievergelijkingen aflei-
den. Er wordt hoofdzakelijk gewerkt rond het boek [1].

In Hoofdstuk 1 wordt de gammafunctie I'(z) bestudeerd, aangezien deze functie in de definitie van
de Mittag-Lefflerfunctie voorkomt. Dit hoofdstuk heeft als doel om contourintegraal-representaties
te verkrijgen voor de gammafunctie, die we later zullen nodig hebben voor de Mittag-Lefflerfunctie.

In Hoofdstuk 2 tonen we eerst aan dat Mittag-Lefflerfunctie een gehele functie is van eindige
orde als Re(a) > 0. We bekijken ook enkele bijzondere gevallen van de Mittag-Lefflerfunctie.
Ook bespreken we het nut van de Mittag-Lefflerfunctie in de fractionele calculus. Het hoofdstuk
wordt dan afgesloten met integraal-representaties en asymptotische uiteenzettingen van de Mittag-
Lefflerfunctie voor verschillende waarden van a alsook de uniforme begrensdheid bij a € (0, 2) in

een bepaald gebied.

In Hoofdstuk 3 breiden we de Mittag-Lefflerfunctie uit naar de multinomiale Mittag-Lefflerfunctie,
die cruciaal is in het regulariteitsonderzoek van de oplossingen van fractionele diffusievergelijkin-
gen van meerdere termen. In dit hoofdstuk worden ook enkele belangrijke resultaten uit Hoofdstuk
2 veralgemeend.

Graag wil ik dr. K. Van Bockstal bedanken voor het begeleiden van deze bachelorproef, aanreiken
van literatuur, en geven van feedback. Daarnaast bedankt aan dhr. F. Maes voor het nalezen en
geven van waardevolle suggesties. Ook dank aan Jens Bossaert voor het ter beschikking stellen van
deze KIEX-template.






1 De Gammafunctie

Definitie 1.1 (Gammafunctie). De gammafunctie wordt gedefinieerd als de integraal

I'(2) :/ e~ 't*71dt, Re(z) > 0.
0

De gammafunctie is een extensie van de faculteit

naar het complexe vlak, wat ook duidelijk blijkt uit de volgende stelling.

Stelling 1.2. T'(z + 1) = 2T'(2) voor Re(z) > 0.

Bewijs. Merk eerst op dat
’tz’ — tRe(z)'

Met behulp van partiéle integratie krijgen we:

Mz+1) = /0 e "7 dt = lim lim [—e 't*] Zi‘/[ + Z/o e 't dt = 2T(2)

M—00 e—0

aangezien
MRe(z)
lim |6_MMZ = lim |e Mz} = iy = MAReGEIM) — )y — _ — 0
M—o0 M—o0 M—o0 M5oo eM
en
lim ‘e_€5z| = lim e ctRe(x)In() —
e—0 e—0 ’
als Re(z) > 0.
Door de vorige stelling achtereenvolgens toe te passen, vinden we voor n € N:
'm+1)=n-T(n)=n-(n—1)-'h-1)=...=n-(n-1)---2-T(1)

Omdat I'(1) = [ e "dt = 1 krijgen we dat

IF'n+1)=n!



1 De Gammafunctie

1.1 Convergentie van ['(z2)

We tonen nu aan dat de gammafunctie absoluut convergeert in het complexe halfvlak x = Re(z) >
0.

We splitsen de integraal op in twee delen: een stuk over (0, 1) en een stuk over (1, 00) zodat voor

x # 0:
1 1
/ e_ttz_ldtlg/ le~ ||t dt
0 0

1 z]t=1 T
t 1
< / =1 dt = lim [} =— — lim 6—,
0

e—=0 | x l—¢ xT e—=0 x

De laatste limiet gaat naar ) wanneer x > 0 en divergeert voor z < 0. De integraal convergeert ver-
volgens enkel wanneer x > 0. Het tweede deel kunnen we vervolgens opsplitsen voor willekeurige
N € N, N > 1 als volgt

0 [e%) N 0
/ e tF! dt‘ g/ " e tdt = (/ +/ )tl‘—le—t dt.
1 1 1 N

De convergentie van de eerste integraal volgt direct uit de continuiteit van het integrandum over
het begrensd interval [1, N]. Nu hebben we dat ¥z > 0 : 3N zodat Vt > N : t*~! < ¢/2 aangezien
lims o0 t;—;; = 0 zodat de tweede integraal ook convergeert,

00 00 t=M
‘/ et dt) < / e?e7tdt = —2 lim [e*tm] =2¢NV? < . (1.1)
N N M—o0 t=N

De gammafunctie convergeert bijgevolg absoluut wanneer Re(z) > 0.

1.2 Analyticiteit van I'(z)

Om belangrijke stellingen te kunnen gebruiken zoals de residustelling en de stellingen van Cauchy,
is het belangrijk te weten waar I'(z) holomorf is en waar eventuele singulariteiten zich bevinden.
We vermelden eerst de volgende stellingen (zie cursus Complexe Analyse [2]).

Stelling 1.3 (Residustelling). Zij " een eenvoudige kromme en zij f holomorfin [[']\{z1,...,2n}
met z1,...,zn €]T'[. Dan is

N

f(z)dz = 2mi Z res f(z).
r, z=z}

k=1

Stelling 1.4 (Integraalformule van Cauchy). Als " een eenvoudige kromme is en f holomorf is
in [I'], dan is voor elke zo €]I'[:

f(z0) = 1 Malz.

2 r, 2= 20



1 De Gammafunctie

Stelling 1.5 (Stelling van Cauchy). AlsI" een eenvoudige kromme is en f holomorf'is in [['], dan is

/F f(z)dz = 0.

Definieer de afbeelding f voor complexe veranderlijke z en reéle ¢:
f(Z,t) — et = e(z—l)ln(t)—t.
Deze afbeelding is continu voor willekeurige z en ¢t > 0, en voor Re(z) > 1 wanneer ¢t = 0. Inder-

daad, stel t = 0 dan moet Re(z — 1) > 0 of dus Re(z) > 1, alvorens t*~! betekenis heeft, anders
is f ongedefinieerd.

Neem nu de open deelverzameling Q2 = {z € C|Re(z) > 0} en definieer voor n > 0:

I'y(2) :/ e~ ldt, zeq.
1/n

Het integrandum van I',,(z) is duidelijk holomorf als functie van z in € en haar partiéle afgeleide

naar z: e (2 — 1)e*=2 () is continu in de punten (z,t) € Q x [1/n,n]. We mogen dus afleiden
onder het integraalteken en zodoende is z — I'),(2) een holomorfe afbeelding in (2.

We tonen nu aan dat I',(2) gelijkmatig convergeert naar de gammafunctie I'(z) over elke strook
a < Re(z) < b(met0 < a < b). Neem daartoe dergelijke z, dan geldt

1/n 0o
|Fn(z) — F(Z)‘ < / e*ttRe(z)*l dt +/ efttRe(z)fl dt
0 n

1/n o
< / et dt + / e b1 qt.
0 n

1/n 1/n 1
/ e ol qr < / vl de = ,
0 0 an®

o0
/ e b=l gt < 2e7/2,
n

Er geldt dat

en wegens (1.1)

Beide integralen convergeren naar nul voor n — co. Er volgt dat |T',,(z) — I'(z)| — O alsn — oo
en de convergentie van I',,(z) naar I'(2) is bijgevolg gelijkmatig over de strook a < Re(z) < b,
0<a<b.

Wegens overdracht van analyticiteit is I'(z) holomorf voor Re(z) > 0.
We kunnen echter de functie I'(z) nog uitbreiden zodat die holomorf wordt in heel C, met uit-

sluiting van de punten z = 0,—1,—2,... Om dit in te zien schrijven we de Gammafunctie als
volgt:

1 e
I'(z) = / e~ dt + / e 't dt. (1.2)
0 1



1 De Gammafunctie

In de eerste integraal kan de exponentiéle functie ontbonden worden in een machtreeks.
—tyz—1 z—1 (71)k /1 k+z—1 - (71)1C
t dt = t dt = — t dt = —_—
K /Z 0 > 5 2+ o)
0 k=0 0 k=0

_1\k
waarbij het termsgewijs integreren toegelaten is. Inderdaad, de reeks >~ %tzq convergeert
uniform op ¢ € [0, 1] aangezien

_ L kRem 1 o 1
y =k

N

(_1)ktk+z—1
k!

voor ¢t € [0,1] en Re(z) > 0. De reeks Y 5o 4 = € convergeert zodat met de M-test van Weier-
strass, termsgewijs integreren is toegelaten. We tonen nu aan dat de tweede integraal in (1.2) een
functie ¢(z) definieert die holomorf is op heel C. We hebben voor die integraal

©(2) ::/ oyl dt:/ o= In(t)—t gy
1 1

Hier is steeds ¢ > 1 waardoor het integrandum dat eerder werd gedefinieerd als f(z,t), continu
is voor elke z € C. Neem een willekeurig begrensd en gesloten gebied D C C en stel M =
max,ep Re(z), dan is
‘e—ttz—l‘ _ e—ttRe(z)—l < e~ tM—1

Uit §1.1 weten we dat de functie e/t~ integreerbaar is op ¢ € [1,00). Door deze begrenzing
convergeert ¢(z) gelijkmatig in D en is deze functie holomorfin D, wat direct ook voor alle z € C
geldt aangezien D willekeurig was. De tweede integraal (z) is dus een gehele functie. We hebben
nu:

M) =Y G e
z) = —_— z).
K(k+z)  ©
k=0
De enige singulariteiten zijn dus de enkelvoudige polen z = —k voor £ € N U {0} in de boven-

staande machtreeks. We kunnen de gammafunctie holomorf uitbreiden met behulp van Stelling 1.2.
De functie g(z) = (ZH) is holomorf op {z € C|Re(z) > —1} \ {0}. Door dit vervolgens te her-

halen voegen we de punten met Re(z) < 0 toe en sluiten we de punten {0, —1, —2,. .. } uit. Door
eenduidigheid is deze holomorfe uitbreiding van I'(z) bovendien uniek.
We hebben dus aangetoond dat de gammafunctie I'(z) een meromorfe functie is op C, met en-

kelvoudige polen in {0, —1,—2,...}.

1.3 Contourintegraal-representatie van ['(2)

In deze sectie geven we een nuttige contourintegraal-voorstelling van de gammafunctie die voor

alle z € C geldt.

Stelling 1.6. Voor alle z € C geldt

1 —t,a—1
F(z):e%iz—l/ce t*7 dt,

waarbij de contour C' uit Figuur 1.1 bestaat uit volgende delen voor e > 0 (volgens doorloopszin):



1 De Gammafunctie

Figuur 1.1: De Hankel contour C'.

« Een halfrechte t € (00, ¢€) bovenaan de positieve reéle as,

+ Een cirkelboog C. met straal € > 0 om de oorsprong, en met een opening aan de positieve reéle
as,

« Een halfrechte t € (g, 00) onderaan de positieve reéle as.

Bewijs. Tot nu hebben we in de functie f(z,t) = e*~™(")~ de veranderlijke ¢ > 0 beschouwd.
Als t echter complex is, ontstaat er een vertakkingslijn voor f bij ¢ = 0. Dit komt omdat In(t)
discontinu wordt als we een gesloten contour volledig laten lopen rond ¢ = 0. Na elke 27-periodiek
van het argument maakt de waarde van In(¢) een sprong bij ¢t = 0. Dit betekent dat de contour die
we willen kiezen niet volledig gesloten zal mogen lopen rond ¢ = 0. We maken in het complexe
vlak van ¢ een branch cut op (0, 00) zodat In(¢) continu wordt. Dan volgt dat f(z, ) nog steeds
holomorf is over de contour C.

Als we boven de branch cut In(¢) hebben, dan wordt dit eronder In(¢) + 27i. Daar is dan

71 z—1)(In(t)+2mi) _ tz—162(z—1)m'.

:e(

€ [ee)
/e‘ttz_ldt:/ e_ttz_ldt—i—/ e_ttz_ldt—FeQ(z_l)m/ et gt
C 00 e e

Op de cirkelboog C. is |t| = € en we kunnen de integraal over C; afschatten als volgt:

/ ety 1 dt' < / ’efttmfleiyln(t) dt’ < / |tx71‘ . lefyarg(t)ft‘ dt
1> 1> CE

< Mex_lf dt < Me* 1. 27e 20, 0,

Dan volgt

waarbij we gebruiken dat z = = + 4y, Im(In(t)) = arg(t), [e¥"()]| = e~v212() en

M = maxec, |e *81)~*|. Hier werd dus verondersteld dat z = Re(z) > 0 (we zullen op het
einde van het bewijs dit uitbreiden naar heel C). Laten we nu ¢ naar nul naderen dan wordt de
integraal rond C; nul en volgt:

0 0o
/ et gt = / e tF Tl dt 4 2 Dm / et at
C oo 0

— —F(Z) + e27rize—27rir(z)'



1 De Gammafunctie

Bijgevolg is
1
I'(2) / et a, (z € C\Z, Re(z) > 0). (1.3)
C

= 6271'1'2 -1

De gelijkheid (1.3) is geldig voor z € C \ Z met Re(z) > 0 en geeft dan
(272 _ )T (2) = / et dt = J(2).
C

Merk op dat €2™%* — 1 voor alle z € C gedefinieerd is en e?™* = 1 voor alle z € Z. Uit §1.2 weten
we dat I'(z) meromorf is in C met enkelvoudige polen in {0, —1,—2,... }. Aldusis J(z) = 0 met

ze{1,2,...}ie
/ et ldt = 0.
c

Voor z = 1,2, ... is het rechterlid van (1.3) dus gelijk aan %. Aangezien de limiet

: 1 —tyz—1
Zli)IglerW_l/;e t dt, 206{1,2,...}
bestaat in C, zijn de singulariteiten z = 1,2,... ophefbaar. Zo zijn in de integraalvoorstelling
dus de enige polen nog z = 0,—1, —2,... Het rechterlid van (1.3) is dus een meromorfe functie

met polen z = 0,—1,—2,... net zoals de gammafunctie I'(z). Wegens eenduidigheid geldt (1.3)
bijgevolg voor alle z € C.

1.4 De betafunctie

Aan de hand van de betafunctie zullen we een belangrijke identiteit (Stelling 1.9) van de gamma-
functie afleiden.

Definitie 1.7 (Betafunctie). De betafunctie wordt gedefinieerd door de integraal

1
B(z,w) = /0 w1 —w)V du (Re(z), Re(w) > 0). (1.4)

Er geldt ook een handige identiteit die de betafunctie uitdrukt in factoren van de gammafunctie.

Stelling 1.8. Voor z,w € C met Re(z) > 0 en Re(w) > 0 geldt

Bewijs. Zie cursus Analyse II [3]. [ |
Aan de hand van dit verband tussen de beta- en gammafunctie kunnen we volgende stelling bewij-

zen, beter bekend als de Eulerse reflectieformule.

Stelling 1.9 (Eulerse reflectieformule). Voor alle z € C \ Z geldt

™

M)l —=2) =

sin(mz)’



1 De Gammafunctie

Y,

Figuur 1.2: De contour L.

Bewijs. Veronderstel eerst0 < Re(z) < 1. Dankrijgen we aan de hand van Stelling 1.8 enT'(1) = 1,

F(z)F(l—z):B(z,l—z):/Oluz_l(l—u)_zdu:/ol< “ )H du_

1—u 1—u

Met de substitutie z = ﬁ bekomen we dan

.’L'Z_l

1+

L)'l —2) = /000 dz. (1.5)

Beschouw nu de functie g, in de complexe veranderlijke s:

en de integraal

/ g-(s) ds, (1.6)
L

langsheen de contour L (zie Figuur 1.2). We maken analoog als voorheen een branch cut in het
complexe vlak van s langs de positieve reéle as. De contour L bestaat uit een cirkelboog C'r met
straal R > 1 en C. met straal ¢ < 1, en aan de boven- en onderkant van de positieve reéle as
telkens een rechte (L.; en Lo).

We kunnen nu de residustelling toepassen op (1.6). De functie g, (s) heeft een pool van graad N = 1

in sg = €™ = —1, met bijhorend residu

g _ N (N-1) — (pim\z—1 _ _ imz
Jtes ga(s) N 1) Jim ((s — 50)™92(5)) (e') e,



1 De Gammafunctie

De functie g.(s) is holomorf op C \ (—o0, 0]. Uit de residustelling volgt

/ g-(s)ds = 2mi res g.(s) = —2mie'™, (1.7)
L

S=50

We tonen nu aan dat de integraal van g, over C, convergeert naar nul als ¢ — 0 en naar nul over
Cr als R — oco. Door de integraal op de volledige cirkel CY, rond de oorsprong met straal R, te
beschouwen krijgen we de afschatting

/CRQZ(S) ds| < /CR lg-(s)| |ds| < /CV 19:(5)] 1ds].

In de integraal over Cy, voeren we de parametrisatie s = Re voor 6 € [0, 27] in en krijgen:

2 e—Gy
/ g:(s)ds S/ dp < Rz/
Cr 0 0

——df
|1+ Re|
Aangezien |1 4+ Re®| > ||Re?®| — 1| = R — 1 (want R > 1) volgt er:

R® 2 0
g.(s)ds| < / e Y deo.
/CR (s < 7 |

27
M::/ e % do < 0o

(RezG z—1
1+ Re®

‘ Rie®

Merk op dat

dus volgt wegens 0 < x < 1

Volledig analoog krijgen we over C.:
2 —0y T
e £ e—0
ds| <& ———d < M—— ——=0
/893(8)8_6/0 1+ee?| ™ — " 1-—¢ ’
omdat |1 + €| > [|ee?®| — 1] = 1 — & (want € < 1). In totaal wordt

i ([ f Y

voore — O0en R — oo

lim i
iy i, /Ll JJwee

_ 0 ,.2—1

= lim dx + 2% Jim

dr =T(2)[(1 - 2) - (1 — ¥™%),

waarbij we (1.5) gebruikten.

En uit (1.7) volgt dus:

D) — 2) = ;foi _ szrm) (0 < Re(z) < 1). (1.8)

10



1 De Gammafunctie

Stel nu m < Re(z) < m + 1 voor m € Z. Danis z = a + m waarbij 0 < Re(a) < 1. Merk eerst
op dat wegens Stelling 1.2 geldt:

rd-(z-1)

1—2z
=(-)I'(z—-1)- 1 - (2—-1))

Nz) TA—2)=(-DI'(z—-1)-

= ()" (a)l(1 — a)

(=7 T T

~ sin(ma)  sin(w(a+m))  sin(rz)’

waar we (1.8) toegepast hebben aangezien 0 < Re(a) < 1, ensin(w(a+m)) = sin(wa) cos(mm) +
cos(ma) sin(mm) = (—1)" sin(7a).

De functie I'(z) is meromorf met polen {0, —1, —2, ...} en de meromorfe functie I'(1 — 2) heeft
polen {1,2,...}. Aangezien I'(z) # 0 in de polen van I'(1 — 2z) en I'(1 — z) # 0 in de polen van
I'(2), is dan het product I'(z)I'(1 — 2z) een meromorfe functie met polen z € Z. De functie ﬁ
is meromorf met polen z € Z. De functie g(z) = I'(2)I'(1 — 2) — sz is holomorf over C \Z
enisnulover {z € C|3Im € Z : m < Re(z) < m + 1}. Wegens eenduidigheid volgt dat g nul is

over heel C \ Z, en bijgevolg geldt de stelling ook over C \ Z. [

1.5 Contourintegraal-representatie van 1/T°(z)

Deze volgende integraal-representaties van 1/T°(2) zijn heel nuttig om uiteindelijk een integraal-
representatie van de Mittag-Leffler functie te kunnen verkrijgen.

Stelling 1.10. Voor alle z € C is

1 1

= 1/a\r(1—z—a)/a ma .
1—\(2) oria /y(gp) eXP(C )C dc (a < 2, B < ) < mln(’ﬂ',ﬂ'a)) ,

en voor Re(z) > 0 geldt

1 1

_ 1 1/2y —(2+1)/2
ER Tl BIR (SE Is

waarbij de contour (g, p) met (€ > 0, m/2 < ¢ < m) bestaat uit de volgende delen in doorloopszin,
gegeven in Figuur 1.4, voor u € (e, ¢):

o arg(u) = —p met |u| > ¢,
¢ —p < arglu) <  met[u] = =,
. arg(u) = @ met |u| > e.

Bewijs. We beginnen met z te vervangen door 1 — z in Stelling 1.6:

/ e dt = (e ™ — 1)I(1 — 2). (1.9)
C

11



1 De Gammafunctie

N

-
R 0
Figuur 1.3: De contour H.

Met de substitutie t = ue™ = —u, transformeren we het complexe vlak van ¢ zodat de branch cut

langs de positieve reéle as nu overeenstemt met de branch cut langs de negatieve reéle as in het
complexe vlak van u. Hierdoor roteert de contour C' tot de contour H (zie Figuur 1.3) en we krijgen

/ et dt = —/ e“(e™u) " du = —ezm/ e“u"* du.
c H H

Wegens (1.9) en Stelling 1.9 wordt dit

4 . 2i
/ v du= (e —e 71 — 2) = 2isin(mz) (1 — 2) = ik
H I'(2)
Hieruit vinden we de integraalrepresentatie:
1 1 u, —z
= — du. 1.10
T(z)  2nmi /He v (1.10)

We wensen nu een vervorming van de contour in te voeren. Neem daartoe de contour (e, ¢) uit
Figuur 1.4 met (¢ > 0, 7/2 < ¢ < 7) zoals gedefinieerd in de opgave.

Deze contour verdeelt het complexe vlak van u in twee gebieden: links van de contour G~ (g, ¢)
en rechts ervan G (g, ). Nu tonen we aan dat we in (1.10) kunnen integreren langs (e, ¢) en dat

11
L(z) 2mi

/ e'u " du (>0, 1/2<p<m). (1.11)
V(&)

Beschouw nu de contouren in Figuur 1.5. We proberen een verband tussen de contour H en 7 te
vinden. Over de gesloten contour A*BTCT D™ is het integrandum holomorf en passen we de
stelling van Cauchy toe:

B+t o+ D+ At
/ e"u*du = </ +/ +/ +/ ) e"u"?du=0.
A+B+C+D+ A+ B+ c+ D+

Over de cirkelboog AT B™ heeft u vaste modulus R en geldt er:

eiR sin(arg(u))

‘euu—z| _ ‘eRcosarg(u))

‘e—xln(u)

’ o—iyIn(u)

_ eRcos(arg(u)) 1. e—xln(R) oY arg(u)

_ €R cos(arg(u))—z In(R)+y arg(u)

< echos(wf@)fmln(R)JrQWy I*H_oo) 0. (1.12)
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1 De Gammafunctie

Y,

G~ (g,9) / i GT(e,¢)

Figuur 1.4: De contour (g, ¢).

Bt

o0

B+

Figuur 1.5: De transformatie van H naar (g, ).
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1 De Gammafunctie

Hierbij hebben we gebruik gemaakt van [e(W)| = |en(R)+iarg(w)| — gn(R) |ciyIn(t)| = g=yare(t) e
het feit dat door de keuze van ¢: cos(m — ) > 0 zodat bij R — oo de convergentie geldt voor elke
z. Merk op dat als ¢ = 7/2 dus cos(m — ¢) = 0, de integraal zal divergeren voor x = Re(z) < 0.

Bijgevolg hebben we dat de integraal over de cirkelboog AT BT naar nul convergeert wegens (1.12)

als R — oo en we krijgen:
o+ D+ cot
</ —I-/ —i—/ >e“u‘zdu:0
BX c+ D+

D+ oot BL
</ +/ ) e"u"Fdu = / e"u" % du.
ct D+ ct

Analoog krijgen we voor de gesloten contour A~D~C~ B~ dat

D~ c— (O
/ —l—/ e"u"Fdu = / e"u" % du.
oo~ - B

Het combineren van beide resultaten en het vervangen van de contour H door delen van de nieuwe
contour geeft dat

c- ct BL
/ e"u " ?du = / —|—/ +/ e"uFdu = / e"u" % du.
H ~ - c+ v(e,p)

We kunnen hieruit twee integraalrepresentaties afleiden waarbij de parameter a € (0, 2) zeer han-
dig zal zijn voor de Mittag-Lefflerfunctie.

zodat

De eerste representatie is geldig voor willekeurige z € C. Met de substitutie v = ¢*/® in (1.11)
voor een positieve reéle parameter a < 2, krijgen we nu arg({) = arg(u®) = aarg(u). De
voorwaarde op a in (1.11) wordt dus: % < arg(¢) < ma. Als echter 1 < a < 2, willen we enkel
contouren (e, ¢) waarbij § < ¢ < T zodat steeds arg({) < 7. Bijgevolg wordt de voorwaarde

dan % < p < min(7, 7a) voor p = arg(¢). Dan bekomen we de uiteindelijke representatie

1 1
= / exp(¢t/ @y c—=—a)/a g¢ (a <2, ULp < min(7r,7ra)) .
Y€1)

I'(z) 2mia 9

De tweede representatie is voor het specifieke geval waar ¢ = 7/2. We hadden al opgemerkt in het
bewijs van (1.11) dat er enkel convergentie is van de integraal wanneer Re(z) > 0. De formule (1.11)
werkt dus nog steeds hier als Re(z) > 0. Met de substitutie u = /¢ wordt arg({) = 2arg(u) = 7
en krijgen we de volgende integraalrepresentatie:

= / exp(¢/?)¢— D2 g¢ (e > 0, Re(z) > 0).
v(e,m)

14



2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Nu kunnen we beginnen aan de effectieve bestudering van de Mittag-Lefflerfunctie. Een van de
belangrijkste functies in de complexe analyse is de exponentiéle functie

> Z
=t
k=0

Aangezien de gammafunctie I'(z) de veralgemening is van de faculteitsfunctie naar het complexe
vlak, kunnen we hiermee de exponentiéle functie op een natuurlijk wijze uitbreiden. Zo krijgen we
de Mittag-Lefflerfunctie met één parameter.

Definitie 2.1 (Mittag-Lefflerfunctie met één parameter). Stel a € C met Re(a) > 0, dan is de
Mittag-Leffler functie met één parameter, de functie met complexe veranderlijke 2:

oo
kZ:OI‘ ak +1)

De meest gebruikte versie van de Mittag-Lefflerfunctie voegt in de gammafunctie nog een extra
parameter b € C toe. Deze wordt als volgt gedefinieerd.

Definitie 2.2 (Mittag-Lefflerfunctie met twee parameters). Stel a,b € C en Re(a) > 0, dan
is de Mittag-Lefflerfunctie met twee parameters, de functie met complexe veranderlijke z:

ZF ak +0b)

k=0

Merk op dat er in Definitie 2.2 enkel wordt geéist dat Re(a) > 0, terwijl b willekeurig complex
mag zijn. Dat zal duidelijk blijken uit het convergentie gedrag van de de Mittag-Lefflerfunctie. De
parameter a wordt overigens vaak reéel genomen (dus a > 0) voor asymptotische benaderingen
van E, ;(2), en bij praktische toepassingen wordt met reéle b gewerkt.

2.1 Gehele functies

In deze sectie maken we gebruik van [4]. Aangezien de Mittag-Lefflerfunctie E, (%) een macht-
reeks is, kunnen we zijn convergentiegedrag voor verschillende z gemakkelijk bestuderen. Be-

schouw de machtreeks Y 77 cp2” met ¢, = m en bijhorende convergentiestraal die voldoet

“+1| als de limiet bestaat. Voor grote |z| kunnen we Stirlings benadering ge-

1 .
aan 5 = limy_;q | o
bruiken:

I'(ak 4+ b) ~ V/ 27r(ak)ak+b*%efak,

15



2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

of dus

im I'(ak +b) _1q
k—o0 \/ﬂ(ak)ak%—b—%e—ak '

Dan geldt er

— lim |ak|—Re(a)eRe(a) _ ’a|—Re(a)€Re(a) lim kj—Re(a)'
k—o0 k—o00

1_ .| Th+ak)
R k5o |D(b+ a+ ak)

Zois 1/R = 0 als Re(a) > 0, voor alle b € C, dus zal de reeks convergeren voor alle z. Als
Re(a) < 0 danis 1/R = oo en zal de reeks voor geen enkele z convergeren, behalve z = 0. Als
Re(a) = 0is 1/R = 1 en is er bijgevolg enkel convergentie voor |z| < 1. Als nu in het bijzonder

a = 0 krijgen we Eyp = ﬁ S5 o 2% Deze meetkundige reeks convergeert wanneer |z| < 1,

bijgevolg is Ey (%) (enkel) convergent als |z| < 1 endanis Eyp(2) = ﬁ liz'

We zullen aantonen dat F, ;(2) een gehele functie van eindige orde is als Re(a) > 0. Om dat te
kunnen doen definiéren we eerst gehele functies van eindige orde en geven een handige stelling
dat een criterium geeft opdat een machtreeks een gehele functie van eindige orde is. We bedoelen
met f(z) = O(g(z)) voor |z] — oo dat er een M € Rt en C > 0 bestaat zodat Vz € C : |z| > M
en |f(z)| < Cg(z), voor positieve functies g(z).

Definitie 2.3 (Gehele functies van eindige orde). Stel dat f(z) een gehele functie is. Dan
noemen we f van eindige orde als er een positieve constante A bestaat zodat als |z| — oo dan

f(z)=0 (e'z‘A) .
De kleinste A waarvoor dit geldt noemen we de orde p van de functie f.

Als een gehele functie van orde p is geldt dus voor elke € > 0: f(z) = O (e‘z|p+s) .

Veeltermen zijn van orde 0, want voor f(z) = >/, arz* domineert de hoogstegraadsterm a,, 2"
wanneer |2| — 0o zodat |f(z)| = O(|z|") < O (e/*I") voor elke & > 0. De exponentiéle functie ¢
is een gehele functie van orde 1. Inderdaad |e?| = e* = O(el?]), want || < |2].

Stelling 2.4. Beschouw de functie f(z) = Y 1, ayz*. Een nodige en voldoende voorwaarde dat f
een gehele functie van orde p is, is dat:

iy 0 /lakl) 1

Bewijs. Zie [5]. [ ]

Stelling 2.5. De Mittag-Lefflerfunctie E, ;, is een gehele functie van orde 1/ Re(a) indien Re(a) > 0.

Bewijs. We passen Stirling’s benadering van de gammafunctie toe:

T(ak + b) ~ V2re % (ak)sk b2

Dan passen we Stelling 2.4 toe op E, ;(2):
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Ly WD+ ak)| I (V2reT RO (ja| ) tele )2 mtak ) arela))
p koo kin(k) k>0 ke In(k)
 lim In(v2m) — Re(a)k + (Re(ak + b) — 1) In(|alk) — (Im(a)k + Im(b)) arg(a)
koo kn(k)
= Re(a).

Hieruit en het feit dat de reekssomfunctie £, j convergeert wanneer Re(a) > 0 volgt het gestelde.
[

We besluiten dus dat voor Re(a) > 0,b € C de Mittag-Lefflerfunctie E, ;(z) gedefinieerd in Defi-

1
nitie 2.2 een gehele functie is van orde ( y: Dat betekent dus dat |E | = <e|z et > of dus

dat )
|Eap(2)] < Cexp([z[Re@),  [z] = oo,

voor een zekere constante C' > 0 en Re(a) > 0.

2.2 Relaties met andere functies

Uit de vorige sectie weten we dat de Mittag-Lefflerfunctie F, ;(2) een gehele functie is als Re(a) >
0. Met bepaalde keuzes van a en b zullen enkele bekende functies opduiken, zoals de exponentiéle
functie. Neema =1, € Nenn € N:

E e
1 kzo T(k+1) kzo I
oo 0 k 00 k41 0k
2k z 1 z 1 z
B =3 ey~ 3 e~ S e S ey,
— Ik +2) — (k+1)! =z — (k+1)! =z — !
B R R s B L | .
1n(2) a1 (k+n—1) 21 Ko\ T k)
k= k=n—1 k=0

De hyperbolische sinus- en cosinusfunctie zijn ook speciale gevallen van de Mittag-Leffler func-
tie:

00 52k o 2
Ey1(2%) = h(
2(2") ZF2I<¢+1 =2 gy = ohee):
k=0 k:o
0 2k+ > 2k+1
z
E = = = sinh(z).
2 Baa(z) ZF(2k+2) D ory ~ Sh(z)
k=0 k=0
Met de keuze van a = 1/2 en b = 1 komt de complementaire errorfunctie voor:
> Zk 2 /2 2
E, (2) = — = = e * T erfe(—iz/i) = e* erfe(—2),
1O =Yy (iz/) ()

waarbij

2 R
erfc(z) = — e ¥ dt.
e /z
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

2.3 Eigenschappen en recurrente betrekkingen

Als a € Cmet Re(a) > 0enb = 0danis

o 1 > 2 2, R
E, = = lim —— = =z FEqq(2),
0(2) =2 Framy = I st 2 T = 2 ape gDy~ Feal?)
k=0 k=1 k=0
omdat ﬁ = O als z = 0 omdat 0 een pool is van I'(z). Zo bekomen we de functionele gelijkheid
ECL,O(Z) = ZEa,a(z)a (Re(a) > 0).
Alsa = 0enb € C dan is zoals eerder besproken
1 1
E = —— 1).
O,b(z) F(b)1_27 (‘Z‘ < )

We kunnen voor de Mittag-Lefflerfunctie in de definiérende reeks het geval £ = 0 uit de reeks
halen

1 s P
Eqp(2) = W + ; ma

en vinden dat )
Jn Eunl?) = p5y = Bes0)
aangezien limg ;oo m = 0 als Re(a) > 0.

Stel b = B + am met m € Z. Dan kunnen we de Mittag-Lefflerfunctie schrijven als

Hieruit vinden we de formule:

Eop(2) = % (Ea,b—a(z) - F(bl—a)> , (Re(a) > 0). (2.1)

Nemen we nu a + b in plaats van b in formule (2.1) dan krijgen we de relatie:

Busl?) = 55 + Faprale). (Re(a) > 0). (22

We zullen dadelijk een handige recurrente betrekking voor de Mittag-Lefflerfunctie bewijzen, die
bij de asymptotische expansie nodig zal zijn. Eerst tonen we een voorbereidend lemma aan.

Lemma 2.6. Voorm € N metm > 0 geldt

i 2 2m+1 alsk =0 (mod 2m + 1)
e m =
0 als k # 0 (mod 2m + 1)

l=—m
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

1_22'm+1
1-z

Bewijs. Er geldt 212:0 2= , aangezien dit een partieelsom van een meetkundige reeks is.

27k _i2wk
Stel nu z = e2m+1 voor k € Z, dan wordt de reekssom =" . Als k geen veelvoud van 2m + 1
l1—e2m+1

2
terug naar de originele reeks 212210 2! dewelke vereenvoudigt tot 212210 e2mFl = ZZZZB 1=2m+1.
Merk nu op dat

m

2m 2m

127lk 2 k 27lk 27lk

E e2m+1 — g WTM E e2m+l — E e2m+1
=0 =0

l=—m

We besluiten

f: szae 2m+1 alsk =0 (mod2m+1)
e2m+l =
0 als k # 0 (mod 2m + 1)

l=—m

Stelling 2.7 (Recursieve sommatieformule). Stel m € N met m > 0 dan geldt

m—1

1 1 27l
e = s 52 ().
=0

Bewijs. We passen Lemma 2.6 toe op de optredende Mittag-Lefflerfuncties in het linkerlid van
k

Ui i2ml s z i i2mlk
FE ( 2m+1) = . 2m+1
Y 5o () = 5 e X

l=—m = l=—m

De binnenste som in de laatste gelijkheid is steeds 0 behalve wanneer in de buitenste sommatie %
een veelvoud is van 2m + 1. In de buitenste som kunnen we dus k vervangen door k(2m + 1) en
is de binnenste som steeds 2m + 1. Zo bekomen we dat

n 27l > Zk(@mA1) 2m+1
2m+1 | = — . m
Z Eap (zez +1> =(2m+1) Z Tlah@m 1) +b) (2m +1) - Egm1)(2 ).
l=—m k=0
Het vervangen van a met 5 en z met 2 BT geeft dan het resultaat. [

2.4 Fractionele calculus

In fractionele calculus speelt de Mittag-Leffler functie een belangrijke rol. Deze komt expliciet
voor in de Riemann-Liouville fractionele afgeleide en integraal van functies zoals e, cosh(v/At)
en sinh(v/At) voor een zekere A > 0. Er zijn heel wat definities voor de fractionele afgeleiden
en integralen, waar de voorkeur kan liggen voor praktische toepassing of eerder theoretische. We
bestuderen de Riemann-Liouville definitie van de fractionele afgeleide en integraal en het verband
met de Mittag-Lefflerfunctie.

Beschouw een continue functie ¢ — f(¢) die n + 1 continu afleidbaar is in R voor n € N. De
fractionele afgeleide/integraal is een veralgemening van de n-de orde afgeleide/integraal van f.
We willen dus n-de orde afgeleiden

d d? d”
% (t)7 @f(t)v e % (t)
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

en n-de orde integralen

t t to t tn to
/f(tl)dtl, /< f(tl)dt1> dta, ..., // f(t1) dty dty--- dty,

compact definiéren, en dan wel met behulp van slechts één integraal. Bovendien werkt de fractio-
nele afgeleide en integraal voor een willekeurig reéle orde.

Daarvoor definiéren we de fractionele Riemann-Liouville afgeleide/integraal.

Definitie 2.8 (Riemann-Liouville fractionele afgeleide). Stel f(t) een C"*! functie voor n €
N. Dan wordt de Riemann-Liouville fractionele afgeleide van orde p € R gedefinieerd als

1Lodv * fu
tOfo(t)_F(n—p)dt”/to =yt (n=1<p<n).

Merk op dat voor p € N geldt dat , D7 f(t) = @),

De definitie van de fractionele integraal haalt zijn inspiratie uit Cauchys formule voor herhaalde
integratie, die een n-voudige integraal uitdrukt als een enkele integraal:

/at/:n'“ :2 f(ty)dtydty--- dt, = (:l)!/at(t—u)n_lf(u)du.

n—1

Definitie 2.9 (Riemann-Liouville fractionele integraal). Stel f(¢) een L} -functie. Dan wordt
de Riemann-Liouville fractionele integraal van orde p € R gedefinieerd als

WP = 15 / (t —wP f(u) du.

We bekijken nu de fractionele afgeleide en integraal van een vaak gebruikte vorm van Mittag-Leffler
functie met a,b € Rena > 0:
Eop(Mt7 XN e RY.

2.4.1 Integratie van de Mittag-Lefflerfunctie

We berekenen de fractionele integraal van orde p > 0 van bovenstaande functie E, ,(At%)t*~L.

1 t
) /0 (t — u)P 1B, (Qu®)ub! du

_ 1 i )\k /t(t - u)p—luak+b—1 du
I'(p) &= T'(ak +b) Jo

— 1 Z )‘k tp+ak+b71 F(p)F(ak + b)
T'(p) — I'(ak +b) I'(ak 4+ b+ p)

= " By p (M),

oD;? (Eab()\t“)tb_l) -

In de berekening werd gebruik gemaakt van de betafunctie en Stelling 1.8. Als p = 1, vinden we in
het bijzonder de integraal

t
[ Bt = By 0,
0
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Herinner dat E 1(z) = €%, Ea1(2?) = cosh(z), en 2E32(2%) = sinh(z). Dan krijgen we uit het
vorige de fractionele integralen van de functies e*t, cosh(v/At) en sinh(v/\t)

t
DTN F(lp) / (t— w)P L Eyy () du = Py 1 (M),
0
t
D7 cosh(VAL) = / (t — u)? By (Mi2) du = £ B p 11 (M),
0
t
D; P sinh(VAt) = o) / (t — u)P~ - VAuEy o (Au?) du = VX - 1P By o (M2),
0

die compact te noteren zijn met behulp van de Mittag-Leffler functie.

2.4.2 Afgeleide van de Mittag-Lefflerfunctie

Beschouw eerst de k-de orde afgeleide van de Mittag-Lefflerfunctie met ¢ > 0 naar z voor £ € N.
Dan geldt er dat

d’C i T'(m + k+1) m
d’f Z= L(m+1)l(a(m + k) +b) ’
wat we noteren als £ akb) (z). Inderdaad want we hebben door steeds te herindexeren dat
e m—1 > m—1 o0
+1)
E(l) _ mz _ mz (m m
as(?) mzor(amm mzjll“(am—kb Zor (m+1)+b)°
en
c- +1) - o~ (m+1)(m +2)
L0 mlm — .,
av(?) mZ:OF(a(m%- 1) +b) mZZOF(a(TrH-?) +0b)"
zodat uiteindelijk
k) N (m+1)(m+2)- (m+k) - = (m+k+1) .
E pr—
s (?) mzo T(a(m + k) + b) Zormﬂ a(m+ k) +b)

waarbij het termsgewijs afleiden gerechtvaardigd is door het feit dat £, j(z) een gehele machtreeks

is aangezien a > 0. Nu berekenen we de fractionele afgeleide van E((lkb) (%) - t**+=1 yoor p met
n—1<p<n

p (o) yavakioat) _ L dh 1 kbt
WD (anb(At )t )_ ) dtn/(t W)y
> (m+k+1)
Au®)™ d
szopm+1 a(m 5 k) o) U du
" & L(m+k+1)

TG g 2 Tt UNatm + R £ )

t
% / (t o u)nfpfluak+b71+am du.
0
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

De integraal binnenin de uitdrukking kunnen we met de substitutie v = x¢ omvormen naar de
betafunctie en met Stelling 1.8 volgt

t 1
/ (t o u)n—p—luak-l—b—l—i—am du = tn—p+a(k+m)+b—1 / (1 o x)n—p—ll,a(k-l—m)—&-b—l dr
0 0

_ yn—pta(k+m)+b—1 I'(n — p)I'(a(k +m) +b)
I'(a(k+m)+b+n—p)

Dan krijgen we
B ) ) (= C(m+k+1) _ _
DP E(k) A4 poktb=1) “ A pt+a(k+m)+b—1
oD (Eay %) ) Tln —p) dt”n;]F(m+1)F(a(m+k)+b)
I'(n —p)I'(a(k +m) +b)
I'(a(k+m)+b+n—p)

_a i Iim+k+1) \myn—pta(ktm)+b—1
dim L= P(m+ DI (a(k+m)+b+n—p)

L(m+k+1) A ﬂtnprra(k’er)erfl
F'm+1)I'(a(k+m)+b+n—p) dt»

m=0
_ tak—i—b—p—l i F(m +k+ 1)
2 T+ DT (a(k +m) 5 7)

(Az?)™

—p— k
= gakbttr-1pt) (),
Door k = 0 te nemen vinden we de fractionele afgeleide van orde p van FE, ;(t%) - t*=1:
0D (BapM)t) =777 By (007).

Nemen we vervolgens a = b = 1, dan vinden we de fractionele afgeleide van de exponentiéle

functie eM:

oDVeM = (DY (E11(M)t°) =t PEy1_p(\t).
Met de keuzes a = 1,b = 2 en a = b = 2 vinden we de fractionele afgeleiden van respectievelijk
cosh(v/At) en sinh(v/At):
DY cosh(VAt) = (DY (Ea1 (M%) = 7P By 1 p(M2),
o DY sinh(VAt) = ( DV (EZQ(AR)WM) = VAP By, ().

Merk op dat wanneer we in de bekomen uitdrukkingen p met —p vervangen, we de fractionele
integralen vinden.

2.5 Integraalrepresentaties van F, ;(z)

Als de parameter a reéel is, kunnen we integraalrepresentaties opstellen die tot een asymptoti-
sche ontwikkeling leiden van de Mittag-Lefflerfunctie alsook uiteindelijk een bovengrens voor zijn
modulus. In deze sectie gebruiken we de contour 7(g, 1) en de bijhorende gebieden G~ (&, 1) en
G™ (e, p) uit Figuur 1.4.

We onderscheiden drie aparte gevallen voor waarden van de parameter a: 0 < a < 2,a = 2 en
a > 2, en geven integraalrepresentaties voor de verschillende gevallen.
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters
Stelling 2.10. Stela € R met0 < a < 2 enb € C willekeurig. Dan geldt voor elke e > 0 en (1 met
ot < p < min(m, wa) het volgende:

Alsz € G (g, u) : p<larg(z)| <7 of |z|<e, danis

Euplz) = — / exp(/ el
y(en)

2ami uU—z

Alsz € G (e, p) : |arg(2)] < u, danis

(= 1 1/ay,,1-b/a
B e gy [ e
¢ 2475 Jy(ep)

u—=z

Bewijs. Veronderstel eerst dat |z| < €. Voor elke u € (e, ) is [u| > € zodat | 2| < ﬁ < 1. Nu
maken we gebruik van de eerste integraalrepresentatie uit Stelling 1.10 van 1 /T'(2). Deze vervangen
we in de definitie van de Mittag-Lefflerfunctie.

> P =1 <
Ea,b(z) _ o~ . / exp(ul/a)u(l—(ak-l-b)—a)/a du | 2F
— I'(ak +b) = 2mia \ (o)
1 / 1/a 1=t -
= — exp(u
2mia (e, m) ZO ( >
1 _
= — / e><:p(u1/a)u7b_1 Y du
2mia Joy (e p) U—z
1y 122
B 1. / exp(u'/*)u du (2.3)
2mia Sy (e ) U—z

Waar we gebruik maken van 1(aktb)=a _ 1=b _ | _ k en dat de optredende meetkundige reeks

a a
convergeert wegens || < 1.

We tonen nu aan dat de integraal langs (e, i) absoluut convergeert. Aangezien |z| < cen |u| > ¢
is |u — z| > € — |2| > 0 en kunnen we de integraal afschatten als volgt

1-b
1/ay, =t ‘exp(ul/“)} ua
/ exp(u/fu = L1 / ‘ dul
v(e.m) =z V(e |u— 2|

1 _
< / ‘exp(ul/“) ’uTb
e —|z| v(e,m)

Het integrandum van (2.4) is continu op de begrensde contour {u € C : |u| = R, |arg(u)| < p}
zodat de integraal convergeert op deze contour. Over de onbegrensde contouren {u € C : |u| >
R, arg(u) = £u} geldt

(2.4)

‘exp(ul/ “)

= exp (|u]1/“ cos(u/a)) met cos(u/a) <0,

zodat door de exponentiéle afname de integraal ook convergeert over de onbegrensde contouren.

De bekomen integraal (2.3) van Ea p is in functie van z een gehele functie in de gebieden G~ (g, )
en G (e, ju). Wegens de keuze 5t < 1 < min(m, wa) is elke cirkel |z| < e bevat in G~ (g, 1). We
kunnen door analytische extensie het gebied van |z| < ¢ uitbreiden naar heel G~ (g, ). Neem nu
zo een willekeurige z € G (g, p1). Als |2| < ¢ kunnen we gewoon vorige argumenten gebruiken.
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Als dan in het ander geval |z| > ¢, geldt er ook dat p < |arg(z)| < 7 (want z € G~ (&, 1)). Door
nu in de afschatting van (2.4) in de plaats te gebruiken dat

u— z| > |z[sin(| arg(2)| — p),

dan zal de integraal in (2.3), met dezelfde stappen, nog steeds convergeren. De bekomen integraal
in (2.3) geldt dus voor alle z € G~ (¢, p).

Stel nu dat |z| > . We nemen nu |arg(z)| < p zodat z € G (e, ). Neem nu een willekeurige
e1 > O met |z| < e zodat we een grotere cirkel genomen hebben zodanig dat z € G~ (g1, i1). We
kunnen de bekomen integraal representatie toepassen:

1/ay,,1-b/a
Eap(z) = ! / exp(u®)u du.
’ 24T J (e, ) u—=z

Stel f(u) = exp(u'/*)u! =t Deze functie is holomorf op het binnengebied van de contour I' =
~v(e1, 1) \ (g, ). Uit de integraalformule van Cauchy volgt dan dat

f(z = i f(u) du — 1/ eXp(ul/a)ul—b/a .
r

21 Jpu—z 2mi uU—z

E,p(2) = 1_ / f(u) du = 1, (u) du+/ Mclu
’ 2mia Jyey v — % 2mia \ Jru— 2 o) W2

1 1/ay,,1-b/a
/ exp(u'/*)u o
v(&,m)

_ 1 1-b/a 1/a
- az exp(27%) + 2amt u— 2z

Stelling 2.11. Stela = 2 enb € C met Re(b) > 0. Dan geldt voor willekurige ¢ > 0,

1/2y,,1-b/2
Esp(z) = ! /( ) explu )u du alsz € G~ (e, m),
V(e

47 uU— 2z

eXp(ul/Q)ul—b/2

u—z

1 1
Esp(2) = izlfb/“ exp(z'/?) + = /( | du als z € G" (e, ).
§(C

Bewijs. Volledig analoog aan het vorig bewijs. We gebruiken hier echter de integraalrepresentatie
1/T'(2) uit 1.10 waarvoor Re(z) > 0, waardoor voor 1/I'(ak + b) moet gelden dat Re(b) > 0 en
we nemen i = 7. [ ]

2.6 Asymptotische expansies

Onder de verschillende gevallen van de parameter, wordt nog een bepaalde begrenzing op het argu-
ment van z gegeven. De verschillende asymptotische expansies worden in de volgende stellingen
gegeven. Deze expansies geven benaderingen van de Mittag-Lefflerfunctie voor numerieke toepas-
singen. Bovendien kunnen we voor a < 2 een bovengrens voor de absolute waarde van de Mittag-
Lefflerfunctie geven waaruit zal blijken dat de Mittag-Lefflerfunctie in het gebied p < |arg(z)| < =
uniform begrensd is wanneer a € (0, 2).
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Stelling 2.12. Stel0 < a < 2 en b € C willekeurig. Dan geldt voor '3* < p < min(m,7a) en een
willekeurig natuurlijk getal p > 1 dat:

1w P - e
Eap(2) = —2' "% exp(e!/7) Zr O(l2|7177)

2] = oo, M%@NSM

t7ra

Bewijs. Neem ¢ zodanig dat %' < p < ¢ < min(m, ma). Stel willekeurig p € N met p > 1. Kiezen
we ¢ = 1 en |arg(z)| < u dan is, voor |z| voldoende groot, 2 € GT (1, ¢). We vervangen

w— 2 Skl kT ok ok
k=0 = k=1 k=p+1

P g
PR z :
2k 2P+l 2 2k zp u—2z’

in de integraalrepresentatie van Stelling 2.10, en bekomen

1/ay,,1-b/a
Eop(z) = 1zlfb/a exp(zl/“) + 1 / explu/*)u du
a 7(Le)

2ami u—z
p
_ L iwa exp(21/9) Z 1 / exp(ul/ @)y T gy | 2k
a 2mwas v(1,0)
k=1 P

1 _
+ . / exp(ul/a)ulTb+pdu.
2marzP ~(L,p)

Wegens Stelling 1.10 is

1
2mwal

1—(b—ak)—a 1

1-b 1
exp(ut/ua TF 1 dy = , / exp(ul/Mu @ du = ————,
[y(l,w) 2mai Jy(1,0) I'(b — ak)

en krijgen we

L 1 b/ a ¢ - 1 ay, 1=t

277@221’
k=1

Nu maken we een afschatting van de integraal

1 _
I(z) = : / exp(ul/a)ulTb'HD du,
7(1,¢)

2marzP

voor grote |z| met |arg(z)| < p. Voor z € G1(1,¢) is |2| > 1 envooru € v(1,¢) is |u| > 1,
bijgevolg geldt voor grote |z| en | arg(z)| < p:

min |u — z| > |z|sin(p — p),
u€y(1,p)

en dus
1 1 s

< - = — .
= 2] = mitey g u— 2] sin(p—p)
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Dan volgt er

1—‘"—!—19‘ d
|2maizP| ’u ’ [dul

1
1C) < g [ fexplal?®
7(Le)
SR
2masin(p — p1) Jo(1,0)

Voor een u waarvoor arg(u) = £ geldt (en |u| > 1) geldt

‘ulT_bﬂ’) |du|.

1

” Ja _ ’u‘l/a

1/a

cos(p/a) +ilul/*sin(p/a),

dus
optal®

= exp(Re(u!/?)) = exp (|u|1/“ cos(cp/a)) .

Door de keuze van ¢ is § < ¢/a < min(Z, 7;) en omdat cos(5) = 0 en cos(min(%, 7)) < 0is
a a’ a
steeds cos(p/a) < 0. Hierdoor zal de integraal I(z) convergeren met begrenzing

o / 1/ 1-b
1)< ——FF—— exp | |u|™/%cos(p/a ‘uaﬂ)) du
1C) < Gracinty =79 L, P (17 cos(/a)
=0O(|z|717P) als |z]| — oo,
wat het bewijs vervolledigt. [ |

Stelling 2.13. Stel0 < a < 2 en b € C willekeurig. Dan geldt voor ' < p < min(7,7a) en een
willekeurig natuurlijk getal p > 1 dat:

p —k
z -
Eqp(z) = —Zm +0(|z[7177)
k=1
2] 00,  p<arg(z)] <

Bewijs. Neem ¢ zodanig dat &' < ¢ < p < min(m,7a). Kiese = 1 en p < |arg(z)| < 7 zodat
z € G7(1,p). Wegens Stelling 2.10 en gelijke stappen als in het vorig bewijs volgt:

P —k

Fasle) == 3 5 —amy O
k=1

Uit deze twee stellingen volgen nu de volgende begrenzingen voor a < 2:

Stelling 2.14. Stela € R meta < 2 enb € C willekeurig. Alsvoor uu geldt dat 5+ < p < min(m, 7a),
dan zijn er reéle constanten C7 > 0 en Co > 0 waarvoor:

Cs

|Eap(2)] < C1(1+ [2)) 70/ exp(Re(1/*)) + T+

(larg(2)| < ), [2] = 0.
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Bewijs. Wegens Stelling 2.12 met p = 1 krijgen we de afschatting

< +0(]2[7%),

|Ea7b(z)‘ < ’iz(l—b)/a eXp(Zl/a)

N
NErH

voor |z| — oo, |arg(z)| < u. Dit betekent dat er een M > 0 en een constante C' > 0 bestaat zodat
voor |z| > M:

1
I'(b—a)

1 1

1
Bual)] < |10/ exp1

.

Als 22 > 0 danis [2|170/@ < (1 + |2])(19/ yoor alle 2. Merk op dat als f(z) = L% voor
x € (M,4o0[en f(M) eindig, f(co) = 1en f < 0dan

1+M

F)] <

(2.6)

Als IT_I’ < 0 geldt er wegens (2.6)

I 1 1+ |2\ Ve _ 1 1+ M\ D/e
[2[6=D/a — (14 [2)O-D/a "\ ] T (L) e M ’

(b— 1)/a

en neem vervolgens M’ := (TM) Dan kan eerste term van (2.5) worden afgeschat als

volgt:
1

72(1—b)/a eXp(zl/a)
a

—_

< —[2] 7P/ exp(Re('/*))

IS]

—

< —max (1, M) - (1 4|29/ exp(Re(21/))
= C1(1 + |2))370/% exp(Re(21/%)),

voor de constante C; = X max(1, M’). Voor |z| > M kunnen we ook de volgende afschatting
maken voor de laatste twee termen van (2.5):

1 1 1 1
— | =+ C— <C'—,
‘T(b—a) 2 1z 2|
voor de constante C' = |F( ol +C > 0. We passen nogmaals (2.6) toe om de volgende bovengrens
van vorige uitdrukking te krijgen:
1 1 1 1+1z 1
R +C < C/ _ /
‘F(b—a) Il R E R
JA+M 1
- M 14|z

Voor het compactum |z| < M krijgen we met de definitie van de Mittag-Lefflerfunctie:

|k o
< E E = |E,p(M)| := 0.
ab | |F k . k | a,b( )‘ CM <

Hiermee vinden we de gezochte bovengrens:

Cm
+ |2]

Q
g

[Bap(2)] £ Cnp < (14 27 < (14 M)

_l_
x
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Neem nu C5 := (1 + M) max(C’ /M, C)s) en dan volgt uiteindelijk:

|Bap(2)] < C1(1 +[2)) 17/ exp(Re(21/%)) +

1+ |2|
[ ]

Stelling 2.15. Stela € R meta < 2 enb € C willekeurig. Alsvoor ju geldt dat "t < ;i < min(7, 7a)
dan bestaat een reéle constante C' en geldt

Bewijs. Uit Stelling 2.13 volgt voor |z| > 1 enp = 1:
1

_ -2
en 1
B, u(2)| <O~ <C
’ 7b(’z)| = |Z’ = 1+ |Z’

Als |z| < 1 klopt de afschatting ook omdat

- 1 - 1 2
E,u(2)| = < — E,,(1) < E, (1 .
[Eap(2) kZ:O |z|F-T'(ak +b) — kZ:O I'(ak +b) #(1) ol )1 + 2|

Zo krijgen we voor C" = 2max (E, (1), C):

Nu behandelen we de expansie en begrenzing van de Mittag-Lefflerfunctie voor het geval a > 2.
Stelling 2.16. Stela € R meta > 2 enb € C. Dan geldt voor een willekeurig natuurlijk getalp > 1

dat
1 1/a 2mni\ \ ' 2mNi\ /4
Eop(2) == Z (z exp ( - >> exp (exp { —— | z

neQ
p

sz
=t —amy O,
k=1

met Q := {n € N : |arg(z) + 2mn| < T}

Bewijs. We maken gebruik van Stelling 2.7 voor m > 1:

m—1

1 _ 1  i27n
E(l,b(z) == 2m + 1 Z Eﬁ‘-{-lvb (Z2m+1 €2m+1> X
n=0

We hebben dat a > 2 dus stel nu m > 1 zodanig dat a1 = m;;lﬁ < 2 zodat we binnen de

bovenstaande sommatie de Stellingen 2.12 en 2.13 kunnen toepassen, waarbij dan y moet gekozen
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

i27Tn

worden zodat "5t < p < min(7, 7a1). Als we voor de leesbaarheid stellen dat u = 2 TAFT e T
dan volgt

2m+1

n€l—m,m
[arg(u)[<p

_ 1 1-b/ay 1/a1
Eop(z) = Z | <a1 exp(u

»—AME
'1

o

SN—

— alk)

1 u_k —1-p
C2m+1 D F(b—alk)+0(|u| )

ne[—m,m]
p<| arg(u)|<m

S (e () e (e ()

nel—m,m
[arg(u)|<p

—k .
- P zZmAl exp (—kz?wn

1 2m+1
S 2m+1 2 (2 T(b—

n=—m k=1

) +O(J2]7)

2m+1)

De eerste som wordt genomen over natuurlijke waardenn € [—m, m]NN die voldoen aan | arg(u)| <

arg(z) 2n
ol T 2mr1| = Hs of

1 of dus arg(z2m1+1 exp(fm’rfl))‘ = ‘arg(zml“) + arg(exp(54 2 ))‘ =

dus de voorwaarde
larg(z) 4+ 2mn| < (2m + 1) pu.

Veronderstel nu dat z vast is en neem A > 5* met A dicht genoeg bij 5*. Dan gelden de volgende
twee voorwaarden voor dezelfde Waardenverzamehng van n.

larg(z) 4+ 2mn| < %,
larg(z) + 2mn| < A.

We kunnen bovendien (2m + 1)p > 7 dicht genoeg bij 75* nemen. Bijgevolg kan de voorwaarde
van de eerste som vervangen worden door

larg(z) + 2mn| < %a.

De tweede som kan worden geschreven als

m p Zﬁil exp (E%T{L> .
> +O(J=|77)
n=—m \ k=1 ( 2m+l)
P _=k_ m .
22m+1 ( (—kz27m>)> —1-p
-2 > (exp (5 ) )| +Odlm).
=1 ( b 2m+1) n=—m 2m + 1

Wegens het bewijs van Stelling 2.7 is de binnenste som steeds nul behalve wanneer £ = 0 (mod 2m+
1). Dan wordt de som

(2m + 1) ; < ) +O(|z|717P).
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2 Mittag-Lefflerfunctie: twee parameters

Dan volgt de expansie

1 \a 2mni\ \ ' 2mni\ 4/
Eq.p(2) = Z #/%exp | — vexp (exp ( —— )z
neQ

voor 2 = {n € N : |arg(z) + 2mn| < T}
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3 De multinomiale Mittag-Lefflerfunctie

De Mittag-Lefflerfunctie van twee parameters kent vele uitbreidingen, naar meerdere parameters
en/of meerdere variabelen. We bespreken de volgende interessante uitbreiding naar een multi-
variabele en multi-index variant op de Mittag-Lefflerfunctie. We zullen ook enkele eigenschappen
uit Hoofdstuk 2 kunnen veralgemenen naar deze versie. We sluiten af met een veralgemening van
de schatting uit Stelling 2.15 die cruciaal is bij het regulariteitsonderzoek van oplossingen van frac-
tionele diffusievergelijkingen van meerdere termen .

We introduceren de uitbreiding van de Mittag-Lefflerfunctie naar meerdere variabelen en multi-
index, de zogenaamde multinomiale Mittag-Lefflerfunctie.

Definitie 3.1 (Multinomiale Mittag-Lefflerfunctie). Stel a;,b € Rvoor (j = 1,...,m). Dan
wordt de multinomiale Mittag-Lefflerfunctie gedefinieerd als de functie in de complexe verander-
lijken z; € C:

(ki ks ko) Ty 2
L+ 30 ajk;)

E(al,...,am),b(zlv N ,Zm) - Z Z

k=0 ky+-+km=k

Hierbij veronderstellen we steeds dat k£; > 0 voor j = 0,1,...,m en gebruiken de multinomiaal

coéfliciént
k!

kiki,...,kp) = ————
(717 ; ) k’l'k’m'

voor natuurlijke getallen k;.

De volgende twee stellingen uit het artikel [6] veralgemenen al bekende eigenschappen van de
Mittag-Lefflerfunctie naar de multinomiale variant.

De reeds geziene identiteit (2.2)
1
Eop(z) = @ + 2Eq pta(2),

kan worden uitgebreid voor de multinomiale Mittag-Lefflerfunctie.

Stelling 3.2. Stelaj,b € Rmet0 < aj <1en0 <b<2(j=1,...,m). Dan geldt voor vaste
Zj € C:

1 m
E(al,...,am),b(zl’ cey Zm) = @ + Z ZjE(a1,...,am),b+aj (2’1, e ,Zm).
7=1
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3 De multinomiale Mittag-Lefflerfunctie
Bewijs.

m
Z ZjE(alv--~,am),b+aj (Zlv SRR Zm)

B SV T
‘ T(b+a; + Y1 ak)

iii z§<1..-zj-..1)+ 5 (ks ks k)2 TI 20
= L(b+aj+aik) 42 Tlo+a+ 30 ak)
kj<k
1 k;
D) ii 1 S (kikr,.okjoaky — Lokjn, o k)22 2 Tl )
== | T +a;(k+1)) b bk P+ aj —aj + 232, aik)
j<k+1
_ii Z;H—l n Z (k};kl,...,kj_l,kj—1,kj+1,...,km)H?;1Zlkl
k=0 j=1 Ll+ai(k+1) L o P(b+ 202y ak)
kj<k+1

[e%S) m m k

522 Z j + Z (k+1;kl)"'7km)nl:12ll
- L'(b+aj(k+1) e L+ >0 aky)
ky<k+1

:i (k+ Lkpy oo k) T 27
F(b + Zlﬁ;l alkl)

:)i (kyki, ..o km) 12 zlkl
F(b + eril alkl)
:E(a1 a )b(Zl,...,Zm)—L.
) o)
In de tweede gelijkheid halen we het geval k; = k uit de binnenste som. In de derde gelijkheid
voeren we de transformatie k; — k; — 1 uit in de binnenste som zodat de conditie in de sommatie

verandert naar 0 < k; < k+1lenky +---+ k;,, = k + 1. In de vijfde gelijkheid wordt de som
>°"" | binnen de haakjes gebracht en gebruiken we de identiteit

j=1
S k= Liky, ki ky = Lk, k) = Bk k).
j=1
In de zevende gelijkheid vervangen we de index k£ + 1 door k. |

De Mittag-Lefflerfunctie komt expliciteit naar voren in de oplossingen van fractionele diffusie ver-
gelijkingen. Bij fractionele diffusievergelijkingen met één term is dat de Mittag-Lefflerfunctie met
twee parameters en geldt de begrenzing uit Stelling 2.15 voor a < 2,0 € Cen 5 < p <
min(m, wa) :
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3 De multinomiale Mittag-Lefflerfunctie

die essentieel is om het gedrag van zijn oplossingen te beschrijven (de regulariteit).

Bij de fractionele diffusievergelijkingen van meerdere termen komt de multinomiale Mittag-Leffler
functie expliciet voor in haar oplossing. Bovenstaande begrenzing kan veralgemeend worden voor
de multinomiale Mittag-Leffler functie voor a € (0,1) en b € (0, 2).

Stelling 3.3. Stel aj,b € R met0 < a, < --- < a1 < len0 < b < 2. Veronderstel dat

5L < @ < may, met < |arg(z1)| < 7 en dat er een K > 0 bestaat zodat —K < z; < 0

voor (j = 2,...,m). Dan bestaat een positieve constante C' die enkel afhangt van ¢, K,b en a;
(j=1,. ) zodat
C
‘E(a1,al—az,‘..,al—am),b(zl7 R Zm)’ < 1+ |Z1| :

Bewijs. We noteren voor de leesbaarheid

Ea7b(2:1, ey Zm) = E(a1,a1fa2,‘..,a17am),b(zl7 ceey Zm).

We gebruiken de contourintegraal-voorstelling van 1/T"(z) uit Stelling 1.10 toegepast met de para-
meter a; < 1:

! ! / exp(ut/9)u a0/ a gy, (al <2,
(Rop)

1 .
= <pu< .
L(z)  2miay J, p < min(r, 7ra1))

ma

2
We gebruiken de contour y(R, ) = {u € C : |u] = R,|arg(u)] < ptU{u € C : |u] >
R,arg(u) = Zu}, een hoek ¢ zodat "§1 < p < ¢ en een constante R die nog te bepalen is.
Aangezien 0 < a; < 1 geldt er T < < Taj.

Deze integraalrepresentatie substitueren we vervolgens in de definitie van de multinomiale Mittag-
Lefflerfunctie:

m

k.

Ea,b(zly---)zm) = 271-2&1 kz:()k + 2 k(kyk:l) ..,km)jlej]
1 m= =

></ exp(ul/al)u(l—b—a1k1—Z;":Z(al—aj)kj—al)/al du
Y(Rp)

_ / exp(ul/® )y (1=D)/m 1
2miar Jo(R.p)

xi S (kikiee (zl) ﬁ(l%/al>kj du

k
1 1/ary, (1-b)/a1—1
— a a du.
2miaq /Y(R»H) eXp( ) kZO +Z ul— aj/a1 u
In de tweede gelijkheid gebruiken we dat
yAbark =S (a1 —a)kj—an)far _ o (1=b)jar—1 1 1

ukit+km ' ul=a2ke——amkm)/a1

NSy S
_ g=v/m-1 (1 LA N P
- i

J

1 k1 m 1 k‘j
— (=0/ar-1 [ = . -
' () T Gem)

<
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3 De multinomiale Mittag-Lefflerfunctie

en in de laatste gelijkheid wordt de multinomiaalstelling

(1 + o+ + )" = Z (n;k1,...,k:m)foi

ki+-+km=n i=1
Elyeoskm >0

toegepast op hetgene in de binnenste haakjes.

Om convergentie van de meetkundige reeks over k te garanderen, is het nodig dat
z = z
1 k
U+Z;u1aj/al <1, Yuée~vy(R,u).
]:

Aangezien —K < z; < 0 voor (j = 2,...,m) geldt voor die indices dat |z;| < K. We kunnen de
begrenzing bereiken door R goed te kiezen. We hebben dat

Z1 il Zk ‘Zﬂ i Raj/al 1 i /
- - v LA § — a;/al
u+j§_:2u1—aj/a1 < R+K; =T |21|+K;RJ

zodat de keuze .
R>|z|+K) RW/™
i=2
de convergentie verzekert. Merk op dat we steeds zo een R kunnen vinden. Inderdaad er geldt dat
aj/a1 € (0,1) en zo domineert R de som 7", R%/% voor groot genoege R. We willen echter
een constante die niet athangt van de variabele z;. Door de extra voorwaarde |z;| < K kunnen we
R dan kiezen als

R > K+KZR%/‘“

j=2
zodat de constante enkel athangt van K en a; voor (j = 1,...,m).
Met deze keuze van R en |z;| < K voor (j = 1,...,m) convergeert de meetkundige reeks naar
~1
m
TR U u
T RS S T
en er volgt
1 exp(ul/al)u(l_b)/al
Eap(21,. . s2m) = 5— / m 7a du. (3.1)
2mia1 Jy(Ry)  — 21 = D5l Zjuti/ M
Fixeer nu 2y, .. ., 2, als (negatieve) begrensde constanten zodat beide leden van (3.1) enkel in func-

tie van z; zijn. Bovendien is (3.1) geldig over het gesloten gebied D = {z; € C : |z1| < K}. Via
analytische verderzetting kunnen we dit gebied uitbreiden naar een gebied inclusief {z; € C: ¢ <
|arg(z1)| < 7}, omdat het rechterlid van (3.1) holomorf blijft in dat gebied en de bijhorende waarde
samenvalt met de oorspronkelijke waarde voor gebied D.

Nu onderscheiden we twee gevallen: |z;| > Ren |2z1| < R.
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3 De multinomiale Mittag-Lefflerfunctie

Beschouw eerst het gebied [21| > R. De curve u — Y U0, zju® /@1 bevindt zich aan de rechterzijde
van de contour (R, ;1) aangezien z; < 0 en a; < aj voor (j = 2,...,m). Dit betekent dat

m
min |-z +U—ZZjuaj/a1 >  min )‘U_Zl‘ > |z1|sin(e — p).

u€y(R,u) T uey(R,p

j=2
Zo krijgen we de afschatting

1

2maq

1 / 1/a (1-b)/a 1
< - exp(u’“)||u Uldul | - )
<27ra1 sin(e — p) S (Rut) ‘ ( )H H \ B

\anb(zl, e zm)] <

1/a1y,,(1-b)/a1
/ exp(u T)]:L S
Y(Rop) W — 21— ijz zjut/ o

Op het begrensde stuk {u € C : |u| = R, | arg(u)| < p} van de contour is | exp(u'/®)||ull=b)/a1]|
continu, dus is de integraal begrensd op dat stuk. Merk op dat

|exp(u/™)| = exp(|ul/** cos(p/ar)).

Voor de onbegrensde stukken {u € C : |u| > R, |arg(u)| = £4} van de contour, convergeert de
integraal omdat cos(u/a1) < 0 en de convergenie wordt gegarandeerd door exponentiéle afname.

Bijgevolg bestaat er een constante C'; > 0 zodat

C
\Ea,b<zl,...,zm>|s|711,, ¢ < |arg(z1)| <7, |a1| > R

Merk op dat als f(z) = 2% voor z € [R,+oc[ en f(R) eindig, f(c0) = 1l en f' < 0 dan
|f(x)] < %. Dit geldt duidelijk voor f(|z1]) = lﬁljﬂ mits |z1| > R. Hiermee vinden we dan de
juiste afschatting

Cl Cl 1+|21’ Cl 1+R C’
Eap(ziy..yzm)| < — = < - .
| Eap(21 m)| lz1] — 1+ |z1] a1 1+ |z1] R L+ |2

voor een C’ > 0.

Voor het gebied |z1| < R berekenen we

k.

0 (Bikty oo ko) [Ty 2

|anb(z17"'7zm)|: Z Z mj M
k=0 k1 +hm=k (b + a1k — Zj:Q ajkj)

m k;
<i Z (k;klv"')km)HjZI‘sz
k0 kit T (b +ark =350, ajkj)

We tonen nu de volgende begrenzing aan:

1 max{1l, —&—~ +1}

> (a1—a2)

< .
F(b+a1k‘—22vn:2 ajk:j) F(b+(a1 _a2)k)

(3.2)
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3 De multinomiale Mittag-Lefflerfunctie

Merk eerst op dat

m m
Zajkj S a9 Zk‘j S agk
Jj=2 Jj=2

zodat

b+atk — Y ajk; > b+ (a1 — az)k > 0.
j=2
Als k = 0 geldt (3.2) triviaal. Stel nu k& > 1 en beschouw het geval waar b+ (a1 —az)k > 1. Aange-
zien I'(x) monotoon stijgend is voor x > 1 volgt I’ (b +artk =377, ajk:j) >T(b+ (a1 —a2)k)
en de begrenzing geldt. Als b+ (a; — a2)k < 1, maken we de volgende afschatting met behulp van
Stelling 1.2 en het vorig geval

I'(b+ (a1 — az)k) T (b+1+ (a1 — az)k) bt+ark — 30, ajk;

r (b+a1k—E}n:2 ajkj> I‘(b—l—l—l—mk—zgﬁzz ajk:j) b+ (a1 — az)k

b—l—alk‘—zgnzzajk‘j < b+ ark
- b+ (a1 — ag)k‘ ~— b+ (a1 — ag)k‘
«_ b
- (a1 — ag)k‘
b

ay — az

+1

< + 1.

Hieruit volgt de begrenzing (3.2) direct. We hebben tot dusver voor Co := max{1, ﬁ + 1},
|z1] < Ren |zj| < K voor (j =2,...,m) dat

m k
(ks k1, ooy bom) Hj:l ’ij

oy %

|Ea,b(2’1, . ,zm) <
k=0 k14 thkm=Fk ['(b+ (a1 — az)k)
k
(0.) 1 m
p— C2 Z‘
kZ:O L'(b+ (a1 — az)k) JZ:;’ il
<Oy (R+ (m—1)K)

— L'+ (a1 — a2)k)
=Cy - Ea1,a27b(R + (m - 1)K> =: Cs.

Hierbij hebben we de multinomiaalstelling gebruikt. Om de bekomen begrenzing in de gewenste
vorm te brengen doen we het volgende

Cs
1+ |2’1‘

(1+R)

Neem nu C' := max{C’, C5(1 + R)} en dan bekomen we uiteindelijk

E. < .
| a,b(zl7 7Zm)‘ — 1 + |Zl‘
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3 De multinomiale Mittag-Lefflerfunctie

Met het artikel [7] kunnen we deze stelling verder uitbreiden naar a; € (0,2) en b > 0.

Stelling 3.4. Stel aj,b € R met0 < ap, < --- < a1 < 2 enb > 0. Veronderstel dat "5 <
¢ < min(may, ), ¢ < |arg(z1)| < 7 en dat er een K > 0 bestaat zodat —K < z; < 0 voor

( = 2,...,m). Dan bestaat er een positieve constante C die enkel afhangt van ¢, K,b ena; (j =
1,...,m) zodat
C
E PRI < :
’ (alz“'va"l)?b(zl Zm)| - 1 + |Zl|

Bewijs. Het bewijs verloopt redelijk analoog aan vorige stelling, mits enkele nodige aanpassingen
wegens dat a; € (0,2) en b > 0. De integraalrepresentatie uit Stelling 1.10 is nog steeds toe-
pasbaar aangezien a; < 2 en ™51 < p < min(7m, 7a;). We vullen de integraalvoorstelling in de
definitie van de Mittag-Lefflerfunctie in, maar maken nu een andere schikking van het integran-
dum zodanig dat alle machten van u onathankelijk van k buiten de sommaties staan en gebruiken

de multinomiaalstelling

1 a 1=b_9 N
E(al,...,am),b('zl’ ey Zm) = S [y(R K exp (ul/ 1) w a1 Z Z (kyk1y ... km)

k=0 k1+"'+k7n:k

m a:
P
tzJ’u J=1a1™ dy,
j=1
k
1 1-b_ Z1
=5 exp (ul/‘“)u“l — 4+ E ziu %0 du
a1 Joy(Rop) k=0 j=1

Voorheen hadden we a;/a; € (0,1) dus kunnen we nu 1 — Z—i € (0,1) nemen en hebben zo de
voorwaarde

m as
R>|a|+KY R @
j=2

opdat de reeks convergeert. Wanneer voor j = 1,...,m geldt dat |z;| < K kunnen we R kiezen
als

m
R> K+KZRl‘a1
j=2

zodanig dat die enkel athangt van K en a;. Met die keuze bekomen we

1 exp ul/ar) o (1=b)/a1
E(al,...,am),b(zla ceey Zm) = / ( )
Y(R,p)

= — u.
2miay u—2z — 22”22 zjul=ai/@

De begrenzing voor het gebied 21| > R en ¢ < |arg(z;)| < m verloopt geheel analoog als het
vorig bewijs. Voor het gebied |z1| < R met ¢ < |arg(z;1)| < 7 hebben we

5 (ks ki o) H’."lez’?j
|E(a1,‘..,am),b(zlv . zm)} < Z Z — J il
k=0 kyt-tkm=k L (b + > ajkj)
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3 De multinomiale Mittag-Lefflerfunctie

We tonen nu met een zeer gelijkaardige redenering aan dat voor & > 0

bt
1 max{1, 24 }

r (b+2§;1 ajkj> ~ Db+ amk)

Als k = 0 geldt dit duidelijk, dus stel nu & > 1. Voor het geval b > 1 hebben we dat

r b+zaj > T(b+ ank)

omdat I'(z) stijgend monotoon is voor x > 1, en dan volgt het gestelde. Wanneer 0 < b < 1
gebruiken we analoog aan vorig bewijs, Stelling 1.2 en vinden dat

Pbtank) _ TO+l+ank) 037 a5k
r(b+2§”:1ajkj) F(b+1+2§f;1ajkj) b+ amk
b hiak b 2o ajk;
b+amk  bH+ank b4 ank

< b & b+a1.

mk T amy

Met deze begrenzing krijgen we verder

o H]:l ’ij 17 Tnll}
}E((ll,...,(lm)yb('zl"”’Zm)‘ S Z Z (k;kl?""k;m) I‘(b_|_a k)

k=0 ky+++km=Fk

b+a
1
< max{l, g E z
= { }korl EA

oy 5 0

k

m = T(b+amk)
< max{1, 2" “1} Ea, o(R+ (m—1)K) =: C\.
Met dit resultaat volgt de rest van het bewijs volledig analoog. |
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